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Traiettorie singolari ed urti 
nel problema ristretto dei tre corpi (*>. 



(Di T. Levi-Civita> a Padova.) 



N», 



if*l problema dei tre corpi (punti materiali, che bì attraggono secondo 
la legge di Newton") le forze, e per conseguenza le equazioni differenziali del 
moto, hanno comportamento analitico regolare finché le posizioni dei tre punti 
sono distinte. Di qui si intuisce che unica causa di Bingolarità pel movimento 
può essere il fatto che due dPÌ tre corpi (o lutti Ire) tendono a coincidere. 

Più precisamente il sig. Paislkté ha dimostrato (••) che, a partire da 
un istante /„ (e da condizioni iniziali qualisivoglìono), possono sorgere, e sor- 
gono effettivamente, singolarità, solo quando una almeno delle mutue distanze 
fendo a zero al convergere di / verso un valore (finito) /, . 

In forma pifi espressiva si può dire evidentemente : Il moto prosegue 
regolare a meno che non intervengono urti entro un tempo finito. 

Quali sono le condizioni iniziali singolari, a partire dalle quali si va in' 
contro ad un urto? Ecco la questione, che sarfi qui risoluta per il problema 
ristretto. Si tratta, come è ben noto, del moto piano di una massa infinite- 
sima P, attratta da due masse finite S, J uniformemente ruotanti. 

Considerando, per Rasar le idee, gli urti P, S (lo stesso naturalmente si 
applica agli urti F, J) riconosceremo che una sola relazione uniforme « = 
è earatterislìca dell'urlo e la costruiremo effettivamente. 

In un intorno conveniente di S il primo membro u della relazione in- 



(•) r rifluitati della presente ricerca — meno quello dell'ultimo paragrafo — sono stati 
esposti in Jne Note dei Cnmptes Rendili de t'Acodémie des Sciences de Pari» (12 e '-6 Gen- 
naio 1003). 

(**) « Leijons etc. , professéos à Stockliolra », presso A. Hermann, Paria 1897, 
pag, ii8M. 
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variunto prtnlottA si presenta con duplice determinazione, di cui una corri- 
spondo aj;li urti passati (eie7.ioni\ Taltra agli urti futuri (coliisioni). 

Quanto alla oondisione generica di un urto {1% 5; o P, J; passato o 
tuturoì ossa si ottiene evidentemente eguagliando a zero un prodotto di due 
fattori : n e Tanalogo h\ relativo agli urti A «7. 

IVr natura loro, le relazioni ti ^=^ 0, fi' = 0, uu =0 de quali esprimono 
oh<* i avvenuto o avverrà un certo urto> sono invarianti, cioè a dire, se sono 
soddisfatto inìiialmonte, seguitano ad esserlo, se non lo sono in un istante 
gonorioo, non lo saranno me lo furono) mai. In particolare la disuguaglianza 

M M : 

assicura la indetiniia, regt>lare prosecuzione dei movimento. 

ti risultato ^ esauriente dal punto di vista matematico* ma non si presta 
ancora ad application! concrete. Infatti i corpi celesti si p<^sono legìnima- 
mti^nli^ aasìmilare a punti materiali soltanto a p^tio che le loro dimensioni 
a^eno traacurahìii rispetto alle drstanze. a ratto cioè r«r date dimensioni e 
dato grado di appr\v»imaiPÌone^ ohe queste distante r.on difendano al disotto 
di un certo limito *. l^is^^gna dunque non oltrepassare questo iimite perchè 
le conclusioni matematiche sieno avvettabiii. E in ìspecìe. per poter affermare 
ohf^ non c'è |>erioolo di urti a i>artire da un dito siau^ di roo:.\ bìsognerrfibe 
aa|V(^r rì\vn\vs\*ere tjM^r la s\^lu«ione i^'^rioa vvrrisporier.ie non scambio che 
lo mufu^ distanse non c^^nverJ^^no a xero c.\ ohe — a'aenc^ »r il pro- 
Moma vistì^tto siamo ormai u> jrrAxìo .?; tare c^a *: v^^.r^ o:.e rss-f rrsUBO 
aM|H^riori ad un * a^^gnato. 

Non ^ chi tton \e\Ja la oap ta> \iìì:vr;arjA ò^/u c.:-':?:..'^;?: "^-i aìnt) è 
)Hn'Ui% aUiv ns\^Wnla, sia rury^ :*i^v -1 sv\o rrol^ er^a r??:-ìK::, Xi.la po^o 
an\vr dw\f^ ^ ohi^hìo quindi la d gre;fes\MH\ 

HM'ntrando nel t^ma del r;vsifnte sor:Us\ rar> ::.;Ar> .v"^f t^5« raò an- 
v*K*\ ^ |MÌ^ jf^nuTahiaent^ ri^uar^ìa^^ o\^«*c u^o sc;^,: \:* i? > rrief::o^r:e >in- 
yM4«rì: iut^mdo qutllt^ iraiottvn^i^. ohe «f^vro s^a u^.^ i,* i-:? c^rr: i: axtra- 
tH^W^ tJwarno S o \i ior>vi\>^r,o y::\\ ^:.vr# i ^-f: !:r^ : ;rs'*;i\>r:e di 

ì^ K\^ apjHinto vvmMKMaio ò^^jv V rt,ì ^v^^i. . * C!?—^r**:tà i^- $$ 1-2» 
\Vtt^ rtaMi\^ aVuiM vM\auov, a>*a' >v* ^v c*^^^ r-A f-rr^Nr^ <:T^.^jLr, Xe ho 
IrMtil U vsM\d^^'ono vW \\;n\\ o òa ^>ts.<, %.v •ji-vj.'^ a. •* f-.f^:?;--^, zr.i ap- 
fhi\N%aw^M^ vt tnxU^o qu:^-%ia)^^ A 

Kvsv d» oho M u-auA 



nel problema ristretto dei tre corpi. 



Quando la massa del secondo centro J è nulla (problema dei due corpi) 
le traiettorie singolari sono rette ed è ben noto che, su queste traiettorie, il 
mobile si allontana indefinitamente o ritorna in S, secondo il valore {\ 0) della 
costante delle forze vive. 

Il comportamento deve essere analogo (salvo, le complicazioni prove- 
nienti dalla presenza del punto singolare J) anche quando la massa /x di J 
non è più nulla. 

In modo rigoroso ho potuto però dimostrare soltanto il teorema seguente: 

Per valori della costante C di Jacobi maggiori dell'unità e per fx abba- 
stanza piccolo, le traiettorie singolari, che escono da 5, si rinchiudono tutte 
in Sy dopo un percorso finito. 



§ 1. Equazioni del moto. Forma canonica polare. 



Uno dei tre corpi, P, ha massa trascurabile e non influisce quindi sul 
moto degli altri due S, J. Questo moto è il più semplice compatibile colla 
legge di Newton: S, J ruotano cioè uniformemente attorno al loro comune 
centro di gravità 0. 

Il moto di P avviene nel piano, che contiene le due orbite circolari 
ài S e di J. 

Tutto si riduce così ad un problema con due gradi di libertà: moto 
piano di un punto P, sollecitato dall'attrazione newtoniana dei due centri 
variabili S, J. 

Siene v = l — ^x, ^ le masse di S e di J, con che si suppone scelta 
per unità di massa la somma delle masse dei due corpi. 

Convengasi «ancora di assumere la distanza costante SJ per unità di 
lunghezza e l'unità di tempo in modo che la velocità angolare della retta SJ 
riesca eguale ad 1. 

Con queste unità anche la costante di attrazione universale (costante di 
Gauss) risulta eguale ad 1, e il potenziale (unitario) U delle forze agenti 
su P è 

SF JP 
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PiVStO 



/\ 



(ove ^ sì intenderà contato nel senso della rotazione), avremo orriamente 



A = |^l-fr» — 2rcos^|, 



1/ = - + -^- 



(1) 

l2) 



|3 



^ 



.^ 



u 



n 







.p 
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\ 






1-^ 



•^X 



Rispotlo ud un j^iMoma d'a$^ uniforaKemenie ruotjucii ;, r coir origine 
in () ^ Ia dir«^AÌon^ |v>«iiva deira;«^ ; Terso J. le co->ri;La:^ di 5 sono 
— jA, 0; qu'^Hf* di J: i. 0, 

SupiH^n^AÌ il \e«io ;3e coinciderne con quello delu rMaiioDe, Avremo 
uUom dal t^>r^wa di Ooiaout? conio componemi del** Ac^^r>rA^M>e assc^^ui 
^dì un jji^nwco punto V di Cxvrvìinaw ;* t> 












\^ t^qUAiiioni del molo n$u;i;jino dAiro^aJurijirf U i.-^.eCfrjLi:>-? 
uuil^im: **r*nuo dunque nel cji^sì^ prw^rzc: 
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nel problema ristretto dei tre corpi. 



Riferiamole ad un sistema di assi Xj y paralleli a ^, )?, coU'origine nel 
punto S{ — fx, 0); poniamo cioè 

I = ir — fi, >9 = y- 
Esse divengono 

Per definizione r e 5 non sono che coordinate polari, corrispondenti alle 
cartesiane x^ y. Si ha quindi 

a; = r cos 5, 

y «= r sen 5, 
da cui, derivando, 



dX CL ^ 
— - e» COS .& == — 9 

or r 


d X 

g5 = rsen3 = — y, 


vv = Ben '^ = - » 
8r r 


3 V 

gj = r oos 5 = a?. 



e sommiamo. Verrà» 



Moltiplichiamo le superiori equazioni ordinatamente per — t — ; — y, ^r, 



x' X + y' y 2 , , ,. d ,jj .. 
f^-^ — -{^y - y ^) - ^' ^ j-^{U — ar cos ^), 

( xy'' -yx"-^2{xx+yy') ^^^{U- urcos^). 

Ora 

. xy' — yx=r*yy xx -^yy' = rr\ 
e inoltre 



^ x + y y ^ ^. 






Abbiamo così le equazioni del moto in coordinate polari : 
r" — ry*—2rB—r = ~j^ (IT — ^rcos^), 

^ (r» ^') + 2 r r' = ^ ([7 _ f, r eoa 3). 



^^.■^•/^- ; ^'.ti^f^tTs^ •»n00té9an ^ jr^i 



4^ 



/ >/♦;?#• r<f- ^:»»i^ /»*n :V^^wit •jsnimw'sfc ?tv 






, » • 



■X 



.^.n 'J^#* 



^---^ 



-» ^ .»*«,«f^A ^r.xtA'/^oit firvarfpinrtfì 



4!( < 



^ -r -^/yt > 






/< 



/// " 4 7 



t/ g/ •'A^ -, -- ^ . 


r. 






^>VK»p»*»'<*rvi)>i»wa(*»^ ,*- 3^ * 


(4- 




p^^mf^n^ ifa^-fTi^rP: 


4t. "^rff 






4 ^ ^^ 


4r, " ^f 


f 




4^ Tif 

4t '"'^ ns ' 



% 






,D 



'f'r/'< /* sf»# j><»f' 



I^^XfSr t^jt - U*' ^;-:*rr«»>~!r'. 



/• 



)\ -i'-r-^ 



% 






s ' 



Oi 



ff ^\%u\^i'n\h Mum\tì\\M i\^\\t\ tffrirt>/»li thhìwy^tiU^ //, f> malta dalle (3 , 
/r^ K't »<} vM/fl/<, /|w)|/* ^^f/»w^^ /«^|ii«//i<;rM ^^inorM/^/hft : H ^ r non fe che la deri- 
v/ff/i /l^l H»Któi'f fhltdfh^ ^f- ;'f / I I; il dofipio della Telocità areolare (as- 
tìdìiihì Uitti\lì ■/ /• Im v/»lo^((fi «fiKoIrtf'tt di /\ rHntivft «D'asse .SJ; questo 
miftii l'hu ih\ith\th MffKohr^t /«(rMhint^ -- I ; //' -f I h dunque la velocità an- 

»h(Imm« HNMifliiiM h^ |ri»i fMifinfiKMon/ifi, ^ ^'U^ I 1 ^ 1h vclocità areolare, pure 



nel problema ristretto dei tre corpi. 



§ 2. Ikteoralb di Jacobi. Conseguenze, che esso permette di rigata re dal- 
l'ipotesi lim r = 0. 

Le (I) ammettono l'integrale 

dove, secondo la consuetudine, la costante del secondo membro è designata 
con — C {C costante di Jacobi). 
Ponendo per brevità 

la equazione F^=— C può essere scritta 

a« + r B« = 2 V \- r % (8) 

$ è una funzione, che resta finita . per r = 0. Si ha infatti dalla (4), 
F=l, per r = 0, donde ^^ = -2fC-fx). 

La (8) mostra quindi che, per r abbastanza piccolo, la somma o' + ^* ^* 
non può differir molto da 2 v. Ne segue in particolare, considerando r, J2, 8, 
e quindi anche r, i?, o come funzioni di t definite dalle (I) : 

a) Se anche, al convergere di t verso un valore <,, r tende a zerOj 

a e ^r R restano finite. 
Dico di più che : 

d r 

b) Per t abbastanza vicino a t^. R^-^^ si mantiene costantemente 

' ' dt 

diversa da zero; r converge quindi a zero, decrescendo. 
In primo luogo, si ha dalla (6) 

a 

d 



F (e -Y 2 (e A^ . V dv 



ossìa, per le (7) ed (8) 



-l^-^,\--rR*-ì-rD.l, 



^-Vr^rHL ?i 



Qnwr 



'2 



i. 



«COt £ 



= = _^F--- 



* !• i 



• 1 /««j «- 



Tt "-i* 



UUllHIV^ • j 
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xnnjts^isv 
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Proviamoci a supporre che il limite inferiore dei valori (essenzial- 
mente ^0) assunti da r R^ sia zero. Esisterebbero dei valori t ài tj vicini 
a i, , quanto si vuole, in cui r R^ sarebbe prossimo a zero, pure quanto si 

vuole, in particolare per es. <C -5- i'. Prendiamo t abbastanza vicino a ^ (e 

quindi r a zero) perchè inoltre il valore assoluto di rQ non superi - v. 

Avremo 

1 ^. . ^ . 1 



1/ 



--„-rB«+rS:i>^v, 



dr 
e il secondo membro della precedente equazione avrà il segno di — • Per- 

ciò, nel punto ^, la funzione r R* sarà, al pari di r, decrescente (nel 

senso ^, tt). 

Ora, diminuendo r R^^ la disuguaglianza 

resta a fortiori soddisfatta, r R^ seguita dunque a decrescere quando t si av- 
vicina indefinitamente a ^ . 

Così l'ipotesi che il limite inferiore sia zero, implicherebbe addirittura 

lim r i?* = 0. 

Ma questo è assurdo. 

Infatti, dr essendo negativo e, ripetiamolo, 



l'equazione 



dt ri 2 ^ \dt 



dà luogo alla disuguaglianza 

— d{rR')'> — vd\ogr, 

che, integrata fra t e t, ove si designino con r, H i valori delle funzioni r, i2, 
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relatÌTi al ralore t di /, porge 

— — r 

r H} — rR^^> log— • 

L'imponibilità è manifesta, poiché, al convergere di / Terso t. , il primo 
membro resta finito, mentre il secondo cresce indefiniiamenip. 



§ 3. OnKRAUTi snxs nt&iETTORis 3i5ooLAai 3, Lrseo ls qtjjj nrrcaviESE 

n raro P, 5. 



Per il teorema dì PauclstC. ric<Mndaio n^'imrodaxiooe, il moTimento, nel 
proUema dei tre corpi, prosegue regolare, a meno che ona delle tre distanze 
non tenda a zero, al conrergere di i rerso nn valore finito t, . 

Nel caso nostro, essendo costante la distanza 5 J. dne soitanto sono le 
ipotesi possibili (ed esclndentisi a vicenda) : P tende ad 5; owero P tende 
a J« Potremo limitarci a contemplarne ana e supporre per esw 

lim r = l\ l9> 



?5*ì| 



Knlla infatti distingue fra di locvi i due corpi 5« J celi* eauaciato del 
problema ristretto; la notazione soltanto è asimmetrica^ ess^&do ar^saiuo con- 
veniente, per discuter? gli urti A & asss^umew 5 come origine delle coordi- 
nate. Per quegli ahri, hastewhhe attribuire alle lettene il sicn ^rar-x che ri- 
sulta dallo scambio di ^ con J. 

Ciò posto, sìa ^ una generica delle traiettorie singv^iari. sa i^ istervìcne 
un urto P, ^ :!^ cui cìo^ sì verifica la (9V Pnt il lemma b' d^ recedente 

paragnfoft da un certo t in poi, . si cou^wva divì^.^^n da jeR: rahra parte 

uett^tervallo I, f,^ ques^^uhimo vaKvr>? al più e!dusv\ r^ e v%>$^ ìe ahr^ va- 
riabili R ^* t* »no futuioni n^goiari di t $e ^ deò;ace eie t. e wr cob- 
aegUMn R ^* t* powouv^ e$wr>? considerate fari:>s: di -^^ re«;*ri per r 
abbastauia pìccole (e "^ OV Le equaf xmrì dìffMreiiiài!\ v^^* > de€*«v>M*. ^>ao. 
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in virtù delle (I), 



dF 



dt 1 
dr~ dF' 


dB dr 

dr ~ dF' 


dB 


dB 


dF 


dF 


d^ de 
dr~dF* 


d& 85 
dr dF 


dB 


dB 



d') 



Prescindendo dalla priora, rimane eliminato t\ ma si può prescindere anche 
dalla seconda, sostituendole la relazione in termini finiti F = — Cj che è atta 
a fornire R in funzione di r, 3*, 9 e porge precisamente 



i2 = y'-2^-2C + 2^r-f«(^-l)* + r'. (10) 

Ritenuta per R questa espressione, le due rimanenti equazioni divengono 

tij dB de dB 



dr de* dr'^dè 



(II) 



Tale è il sistema ridotto, cui debbono soddisfare le funzioni 5 (r), 9 (r) 
corrispondenti a una generica I. 

Si avverta che anche per un'altra traiettoria qualsiasi (su cui soltanto 

non sia ^ identicamente nulla e quindi r costante {*)) sono verificate le (II). 

Quel che di più si può asserire per le £ e che, come vedremo, basta a ca- 
ratterizzarle è la circostanza seguente : 5 e 9 sono soluzioni del sistema (II) 
regolari nelVintorno del valore r = (questo valore al più escluso). 



(*) Si riconosce facilmente che, in questo caso, deve rimanere costante anche ^, tal- 
ché P serba posizione invariata rispetto agli altri due corpi S^ J, Si tratta dunque delle 
soluzioni particolari di Laplace (relative al problema ristretto). 
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§ 4. TbASFORHAZIOKB delle BQOAZIOSI, CHB DBF1!I1BCO!(0 LB TRAIBTTOaiE. 
COKPOBTAHBKTO DEL SISTEMA TEABFOBHATO NEL PUHTO ^ = 0. 

Poniamo 

P-U^:. -S'-^-l»*-!; H=-fB, (11) 

con che la espressione esplicita di H in variabili p, ^, 3-' è, a norma 
della (10) e mettendo in evidenza il doppio segno del radicale, 



H=-f)B=±-.2i'-2Cp* + 2V7*"K — p« 5 • -{-p'\ (12) 

Si noti poi, confrontando colle (31, che la nuova variabile 5' non è che 
~ (velocità angolare relativa). 
Avremo ovviamente 

dr = 2pdp, 9e=p'35', 
e perciò il sistema (II) assume intanto l'aspetto 

Essendo poi 

di' 1 de i 1 rfe 4 ,^, , ,. 

il sistema trasformato in p, B, 5' così si presenta : 
d^_ 2 dH 






Teniamo conto del valore (5) di V, cioè 

ir 1 

V = — — »■ cos -, 

e notiamo che, derivando e scrivendo p' per r, risulta 
g-=p'sen^ 1-^3Ì- 
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Posto quindi per brevità 

ir=6en5(l— M, (13) 

avremo in definitiva 






m 



Badando alle espressioni analitiche (12), (13) di H e di H^, si constata 
immediatamente che, per valori finiti qualsi vogliono di 5- e di 5' e per p 
abbastanza piccolo, i secondi membri delle (2) sono funzioni regolari. La 
singolarità del sistema, relativa al valor zero della variabile indipendente p, 
proviene così esclusivamente dal fattore p, che compare nel primo membro 
della seconda equazione. 

Esistenza di integrali olomorfi. Se S- {p\ B' (p) è una soluzione olomorfa 
delle (2), ^ (p) deve necessariamente ridursi a — 1 per p = 0. Basta, per 
accertarsene, porre p = nella seconda delle (2). 

Osservato questo, affermo che : 

Teor. I. Il sistema (2) ammette oo* integrali olomorfi S- (/o), ^ {p\ ridu- 
centtsij per p = 0, 5 a un valore arbitrario S-o, S*' a — 1. 

La dimostrazione si fa agevolmente, ricorrendo al calcolo dei limiti di 
Cauchy. 

In primo luogo — 2 p* -^ » — ^ f^ "77 Possono ritenersi funzioni dei tre 

argomenti /?, 5 — 3-0, S^' + l, regolari nell'intorno del valore zero di ciascuno 
di essi. Sotto questo aspetto, esse vengono inoltre a dipendere dalla co- 
stante 5o 6 si presentano — importa notarlo — come funzioni periodiche di 
detta 5o. 

Dopo ciò si esaurisce in un momento la parte formale della dimostra- 
zione, verificando che il sistema (2) è effettivamente atto a fornire, mediante 
successive derivazioni, i valori, per p = 0, delle derivate delle funzioni ^ (p), 
5'(/j), supposte olomorfe. Con questi valori, che riescono evidentemente pe- 
riodici, rispetto a So , si possono costruire le serie di Taylor, definienti gli 
integrali S(p), ^' (p). 

Resta da provarne la convergenza. 
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il quale bì comporta regolarmente per p = e rientra quindi nel teorema 
generale di esistenza, conosciuto sotto il nome di teorema di Briot e 
Bouquet. e. d. d. 

jtVb» esistenza di altri integrali. Le espressioni degli oo* integrali olo- 
morfi di (2) sono evidentemente della forma 

- — ^0 = p ct(pj 3o)i ) 

y + 1 -p^ip, 5o), ) ^^^^ 

dove (X e il designano funzioni di /o e di 3-o, periodiche rispetto a 5o e re- 
golari per p abbastanza piccolo. 

Effettuiamo un cambiamento di variabili, nel sistema differenziale (S), 
sostituendo alle funzioni incognite 5 e 5' due nuove funzioni ^^j u^ legate 
a 5, y dalle formule 

Queste definiscono un'effettiva trasformazione fra le due coppie 5, B' ; 
5o) ^ì regolare nell'intorno dijO = 0, poiché il determinante funzionale 

U ^ 1 si riduce all'unità per p = 0. 

La risoluzione, rispetto a 3-0 ^ della prima equazione ci dà 

.5, = 5 + p«(p, 5), (18) 

con a funzione regolare per p abbastanza piccolo e periodica rispetto a B. 
Quest'ultima asserzione richiede una parola di commento : 
Dal confronto della (18) colla prima delle (17) si ricava 

a (jOj ^) = — a (pj ^o)ì 

l'eguaglianza cambiandosi in identità se nei due membri si immagina tutto 
espresso per p, 3-, ovvero per p, 5o • Ciò posto, si osservi che, quando 5© si 
incrementa di 2 tt, anche -S-o + p a, cioè S-, subisce un eguale incremento, a 
essendo funzione periodica. 
Ne viene 

« (pi ir) = — a (p, 5o) = — a (p, 3*0 + 2 ::) == a (p, ^ + 2 x:), 

che mette appunto in evidenza la periodicità di a. 
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È ora assai facile, imitando un ragionamento di Briot e Bouquet (*), di- 
mostrare il 

Teor. IL Oltre alle soluzioni olomorfe, il sistema (2) non ne ammette 
alcun^altra (reale), tale che, per p convergente a zero (lungo l'asse reale, na- 
turalmente), si abbia < 

limy(p) = — 1, (20) 

Sia 5 (p), 5' (jo) una soluzione (reale), regolare per p > e abbastanza 
piccolo. Quanto al comportamento per p convergente a zero, si faccia sol- 
tanto l'ipotesi (20). 

Mediante le (18), (19), la 5(jo), 5'(p) dà luogo ad una soluzione ^o(p)ì 
u(p) delle (2'), regolare per jO>0 e tale che 

lim u (p) = 0. (20) 

Oli integrali olomorfi delle (2) corrispondono, come già abbiapfio notato, 
alle oo^ soluzioni delle (£''), per cui la funzione u(p) si annulla identica- 
mente (e 5o = cost.). 

Ad escludere la esistenza di altri integrali (reali) delle (2), soddisfacenti 
alla (20), basterà constatare che le {^") non possono ammettere alcuna solu- 
zione (reale), per cui u (p) verifichi la (20') senza essere identicamente nulla. 

Sia, se possibile, u (p), ^o (p) una tale soluzione : po un valore di Pj in 
cui u(jOo)='^o non si annulla. 

u non cresce indefinitamente, anzi converge a zero con jo. Si può dunque 
scegliere pò abbastanza piccolo, perchè, per tutti i valori p, u (p), ^o (p), re- 
lativi all'intervallo (jOo, 0), estremi inclusi (**), la funzione 

b{p, u(p\ ^o(p)) 

resti finita e quindi (data la sua regolarità per p > 0) integrabile. 
Ciò posto, indichiamo con v la funzione 

log (p' il), 

con Vo il valore finito log (pj Uo\ che essa assume per p = jOo • 



(*) Cfr. per es. Picard, Traile cVatialt/se. Tom. HI, pag. 27. 
(**) E vero che non si sa niente del comportamento di ^q (p) al convergere di p a 
zero, ma, come s'è avvertito, b è funzione periodica dell'argomento 5q e questo varia nel 
campo reale. La legittimità della conclusione è cosi manifesta. 

Annali di Matematica, Serie IH, tomo IX. 3 
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Sarà, in virtù della (20'), 



lim v = — oc. 

P=0 



D'altra parte la seconda delle (2"J, dividendone entrambi i membri per 
j&w, diviene 

do e ^^' 



ossia 

d V 



d 



-ò. 



Integrando fra po e /d si ha 



() 



t? = t?o + I bdpy 



1*0 



e questa eguaglianza è assurda, poiché, al convergere di jo a zero, il primo 
membro ha per limite — oc, mentre il secondo resta finito. 

e. d. d. 



§ 5. Detbrmivazìonr delle 2* Traiettorie di collisione e traiettorie di eiezione. 

Relazione di simmetria. 



Abbiamo visto a § 3 che, sopra una generica 3, le variabili 3^ e sono 
funzioni di r, regolari per r abbastanza piccolo (e > 0) : abbiamo visto inoltre 

3 

(lemmi a) e e) del § 2) che la funzione 7 = r^ j— — ij resta finita e che 

il limite inferiore del prodotto r R^ rimane superiore a zero, anche quando r 
decresce indefinitamente. 

Avendo riguardo allo (11), (12ì, se ne ricava: 

1,^ Una generica 1 corrisponde a soluzioni -^ (/^), 5-' (p) del sistema (^\ 
regolari per p abbastanza piccolo (e > 0). 

2.'' Al convergere di p verso zero, la funzione ^ = p» 5»' resta finita 
\p R\ = \H\ non discende al disotto di un limite positivo assegnabile. 
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Ciò posto, ricordiamo che W è funzione di /?, 5-, regolare per p abbii* 
stanza piccolo e periodica rispetto a 5. Concluderemo ovviamente (pur non 
sapendo come si comportano 5 ( p\ 3' (p) al convergere di p verso 0) che, 

W 
sopra una generica 2, -^^ è funzione di p, finita e integrabile da un certo 

valore po a zero. 

Designando con M un'opportuna costante, potremo ritenere 

Moltiplichiamo ora la seconda delle (2) per p^. Se ne trae 

I 

donde, integrando fra p^ e 0, ove si tenga presente che p' ^' resta finito e 
quindi lim p* y = 0, 



pt\^'(po)+l\ J2i,i,'-^^dp. 



W 



Questa equazione può essere scritta 





con che la funzione sotto il segno resta ancora minore di M in valore as- 
soluto (^ è infatti < 1 in tutto l'intervallo di integrazione). L'integrale del 
secofldo membro converge perciò a zero con po e quindi 

lim y (jOo) = — !♦ 

«0=0 

Per le soluzioni 2 è dunque soddisfatta la condizione (20). 

Se ne conclude, in base al secondo teorema del precedente paragrafo, 
che le S sono comprese fra gli oo^ integrali del sistema (2), olomorff 
per p = 0. 

Reciprocamente ciascun integrale olomorfo definisce una 2. 

Basterà provare che il movimento, corrispondente ad uno qualunque dei 
detti integrali, avviene in modo che, al convergere di t verso un valore 
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§ 6. Discussione delle traiettorie singolari per /x = 0. 

Particolare interesse presentano le traiettorie singolari chiuse, le quali, 
per così dire, nascono e muoiono in iS. 

Ci occuperemo in questo paragrafo del caso elementare fx = 0. 

Così acquisteremo un'idea della natura della questione, procurandoci in . 
pari tempo un fondamento prezioso, per affrontare a suo tempo il caso ge- 
nerale. 

Per {X = (quando cioè la massa di J è nulla e quindi non influisce 
sul moto della coppia 5, P), si è ricondotti al problema piano dei due corpi, 
anzi, siccome anche la massa di P è, per ipotesi, trascurabile, addirittura al 
moto di P attratto da un centro S fisso (o, ciò che è lo stesso, in modo ret- 
tilineo uniforme). 

Le traiettorie singolari sono evidentemente le rette uscenti da P. 

L'integrale delle forze vive (relativo al moto rettilineo di un punto at- 
tratto dall'origine in ragione inversa dei quadrati delle distanze) 

l ^'* = ^ + h (21) 

mostra, come si vede subito e come del resto è ben noto, che, se l'energia 
totale h è positiva, il moto non cambia senso: si va, o dal centro di forza 
all'infinito, o viceversa. Se invece l'energia totale h è negativa, il mobile 

non descrive tutta la retta, ma il solo segmento 0, — -. • Si tratta perciò di 

eiezione, seguita da collisione. 

Le traiettorie singolari chiuse sono dunque i segmenti rettilinei con un 
estremo in S (contati due volte). 

Questo, si intende bene, concerne il moto assoluto, riferito cioè ad un 
sistema di assi di direzione invariabile. 

I caratteri del moto relativo, rispetto ad un sistema di assi ruotanti 
con SJj 0, ciò che è sostanzialmente la stessa cosa, rispetto alle nostre va- 
riabili p, 5, si ricavano, nel modo più comodo, dalle (1). 

La seconda di esse, fattovi fA = 0, dà (come unico integrale olomorfo 
nell'intorno di p = 0) 

-' — — 1 
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La esi^ce^ii^icc:-? 12 i: tf. roc-^oòoT: ^sO e «^aindi 3 = 1. i- = — 1. 
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Per far crescere jo da a -_= e poi decrescere fino a zero, basta far va- 



riare w? da a 2 ir. 



tp 



Da a 77, cos ~ è positivo ; negativo invece fra - e 2 -. Si attribuisce 



perciò al radicale il debito segno sostituendolo con — ^2 cos 



w 




La (22), così trasformata, diviene 





— 


A 
[2CydB 


« 2 sen» — d w 


e, 


integrata, dà 




w — sen te — 


ove ho posto per 


brevità 


8 








K-(2C)\à- 



=»(1 — cos w)rfw, 



-e, 



'-'o)' 



(22-) 



(24) 
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I4» ^à2 i mc^im ch<^^ neAm^ ir rarUi da « 2 s, mentre cioè si descrire 
rinWra traÌHtom« e ^ inerein^Qtm di — 2x^ quindi^ a nonna delia |24*, 3 

dì — \- L'ans^^Io 2 U d^ììe due tangenti in S è dunque 



(io 



•>* 



2!ì=-^^ (25) 



^JC 



I 
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esse si chiudono semplicemente in S\ se Q supera z^ esse si chiudono dopo 
tanti avvolgimenti attorno ad S^ quant'è la parte intera del quoziente 



77 



Il valore di Q dipende dà quello adottato per C, o, se si vuole^ per la 

distanza afelia S A ^^^j a norma della (25). Essa esprime (terza legge di 

KsPLBR applicata alle nostre traiettorie) che i quadrati delle ampiezze ango* 
lari 2Q stanno fra loro come i cubi delle distanze afelie. 

Si noti da ultimo^ osservando la (23)) che, per C>> 1, la distanza 
SP^p^ rimane costantemente inferiore all'unità, talché in particolare nes* 
suna traiettoria va allora a passare per il punto J. 



§ 7. Relaziokb ikvaruntb caratteristica dell'urto. 

A quale condizione debbono soddisfare in un generico istante gli eie** 
menti determinativi del moto (posizione e velocità di P) perchè, a partire 
da essi, intervenga un urto entro un tempo finito? 

La posizione e la velocità di P sono individuate dai valori di p, 5, 5' 
e dalla costante C di Jagobi, che sostituisce, o, se si vuole anche, costituisce 
il quarto parametro. 

Si tratterà, lasciando di mettere in evidenza la costante C7, di ricono* 
scere a quale condizione debbono soddisfare p, 3^, 5' per appartenere ad una 
delle traiettorie singolari, lungo le quali interviene un urto P, 5, per appar* 
tenere cioè ad una 2. 

Tutto si riduce dunque ad esprimere che p, 5, 5' sono valori assunti 
lungo una 2, ossia, per quanto s'è visto a § 5, valori, che rientrano nell'in^ 
sieme definito dalle (16). 

Così stando le cose, la condizione cercata si ha subito eliminando 5o 
tra le (16). 

Di questa eliminazione ci siamo già implicitamente occupati a § 4. Ed 
ecco come. 

La (19) è — si può dire — il risultato della eliminazione di 3-o fra 
le (17). Le (16) si ottengono dalle (17) ponendovi w = 0. Non c'è che da 
porre w=«0 nella (19), perchè essa ci rappresenti il risultato della elimina* 
zione di 5o fra le (16). 

Annali di Malema^ca, Seria III, tomo IX. 4 
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La relazione caratteristica dell'urto è dunque 

^' + l^pf{p, B). . (Ili) 

La f si comporta regolarmente per /> abba8tanza piccolo ed è funzione 
periodica di 5. Appunto per questa periodicità rapporto al parametro ango- 
lare 5, la (III) è uniforme nel senso di Poircaré. 

Eesta la effettiva determinazione della funzione f(py 5). Il procedimento, 
ohe ci ha condotti a definire la (III) come risultato della eliminazione di 3o 
fra le (16), potrebbe a rigore applicarsi anche per il calcolo quantitativo. 

Infatti il teorema di esistenza (Teor. I del § 4) insegna a costruire (come 
serie di potenze di p) \e funzioni a e |S, e l'eliminazione di 3-^ è pure un^o- 
perazione effettuabile, secondo i principi della teoria delle serie di potenze, 
e permetterebbe di calcolare uno dopo l'altro i coefficienti dello sviluppo di f 
in serie di potenze di p. 

Questo scopo si può però raggiungere in modo più spedito, come si 
esporrà nel seguente paragrafo. 

Osservazione. Interpretando altrimenti le lettere (cfr. § 3), la (III) può 
anche risguardarsi come condizione caratteristica di un urto P, «/. Conside- 
riamola in questa accezione, immaginiamo di esprimervi tutto per le nostre 
variabili p, S, 5', e rappresentiamola brevemente con 

w' = 0. 

Rappresentiamo poi la (III) (come sostanzialmente abbiamo già avuto 
occasione di fare a § 4) con 

Evidentemente 

u m' = (IV) 

è la condizione generica di un urto, passato o futuro, di P con uno degli 
altri due corpi. 

La disuguaglianza 

M u' ? 

assicura dunque la prosecuzione indefinita (passata o futura) del movimento 
dì 1\ . 
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§ 8. Calcolo della funzione f. 

9 

La relazione (III) è invariante pel suo significato : essa abbraccia tutte' 
e sole le 2; è quindi una varietà (dello spazio analitico p, 3^, 3-') costituita 
interamente da traiettorie del sistema differenziale {!). 

Ne viene che la (III) seguita ad essere soddisfatta, quando ci sì sposta 
lungo le ^j cioè, con linguaggio analitico, quando la si deriva rispetto a j&, 
tenendo conto delle (2) (e di essa stessa naturalmente). 

Avremo così 

d^ S(?_f)i ^JL^ 
d? ^ d?"^PdS; do ' 

ossia 

la quale deve sussistere identicamente, quando si introduca dappertutto, al 
posto di 5-', il suo valore (III): — (1— p/")» 
Posto, per maggior chiarezza, 

^& = (H}f = -(.-,n = ± \/2 V ■- 2 c p^ +"27?i' -7 (i-p ?r + ?\ (26) 

il risultato della indicata sostituzione si potrà presentare sotto la forma 

5r+,|/ = -2,|:-|pMl-p/),^- • (27) 

La cercata funzione f è dunque un integrale di questa equa;^ione a de- 
rivate parziali, la quale si presta nel modo migliore alla determinazione eifet^ 
tiva. Basta tener presente la sviluppabilità di f in serie di potenze dì p e 
porre di conformità 

f^lmfmp^. (28) 



La (27) permette di calcolare successivamente ì coefficienti fm dello svi- 
luppo. Per accertarlo, si noti che^ nel secondo membro,, la f compare pel 

tramite dei prodotti p/", p^^, di modo che, se si deriva n volte e si pone 

poi p = 0, il secondo membro dipende soltanto da /i, /!,..., /"n-i (e loro 
derivate rispetto a 5-), 
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Si ba poi 

F « [- — 6» C08 ^ = 1 + 41 , 



TF = Ben 5 f 1 — -^ j 1 rj sen 5 | 2 co» 5 + (— 1 + 5 cos» i) r^* 4 •* 1 , 



i-^;rJ'+'-^^-+*!. 



Di qua apparisce che il secondo membro della (27) contiene p* a fattore. 
Devono dunque annullarsi /ò ed /*(, e conviene, per il calcolo dei coefficienti 
successivi, prendere / sotto la forma 

f^p'^ = p'^Ur^ (287 

donde 

Portiamo per /"la espressione (28') anche nel secondo membro della (27); 
sopprimiamo da una parte e dall'altra il fattore [^^ e scriviamo sviluppata- 
mente. Risulta 

7 ^0 + 8 ip, /o + 9 ^, r^' + 10 ips /^' + 41 «= 

± -^sen^J2co8S +[~1 +^^'cos5 + 5cos'5J^c«+ 4 j qp 



"*^v2v ^" 



e il confronto dei coefficienti delle potenze di p^ fino alia terza, porge 

^.^±1 -^sen25, 

f-0, 

J/, = ± - -7^ sen 5 {— 1 H — ^^^ cos ^ + 5 con* 5 ) , 
^ 3 ^/2v V ' V ; 

I 1 1 8 J/o 3 f^ o c^ 

6 ^3 V 8 ^ 35 V 
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La e6}»reB6Ìoiie di /*, fiso al quint' ordine è duoque 

/•— ± -^ 'J 1 4 Ben 2 3- -j- 4- sen^f- 1 + ^^^ eoa J + 5 eoe* ^ U' ^^ j - 
\2v ! « ò \ V ' f 

/ (29) 

dorè (rieordaudo la regola del § 5 e intendendo per \ 2 v il calore aritmetico 
del radicale . àwremo prendere i segni superiori, se si tratta di urti futuri, 
gli inferiti, se si tratta di urti passati. 

I termini effettiTamente calcolati nella (23) bastano a fornire un'espres- 
KJoue approssimata di /*, valida, per p abbastanza piccolo, qualunque sia 5. 
Essi permettono in particolare di seguire Tandamento delle curve 

in un intorno abbastanza piccolo di S. 

Sì noti die, per 5 » 0, il primo coefficiente, che non si annulla, è pre- 
cisamente quello di /&^ Tutti i termini calcolati sono dunque necessari per la 
rappresentazione approssimata (per poter asserire che, di fronte ad essi, i sue* 
cessivi sono trascurabili in un intorno abbastanza piccolo di o = 0, qualun- 
que sia ^). 

La determinazione à\ fé esauriente per o abbastanza piccolo. À de6nire 
la funzione in tutto il suo campo di esistenza, basta teoricamente il prolun-- 
gamento analitico. Ma sarebbe desiderabile di precisare il campo di validità 
dello sviluppo (28); e più generalmente di riconoscere i caratteri della fun- 
zione /* e il modo di calcolarla effettivamente per qualunque valore di p. Ri- 
spetto alla prima questione, non sarà forse superfluo osservare che, applicando 
il metodo dei limiti alla equazione (27), si può facilmente assegnare un va- 
lore di p (se non il vero raggio di convergenza), al disotto del quale Io svi* 
luppo (28) di f è certo convergente. 



§ 9. TllAlKTTOBlK SIMQOLABI CHIUSE PER I PICCOLI VALOltt DI ^. 

Nel caso speciale fA»0 (§ 6) le traiettorie singolari, corrispondenti a 
valori positivi della costante C di Jàoobi, sono tutte curve chiuse. 

Quale sarà il comportamento delle analoghe £ per ^ qualunque? Si può 
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dimostrare che^ almeno. per fx abbastanza piccolo e C>1, la proprietà se- 
guita a sussistere. 

A questo scopo, riprendiamo per un momento a considerare il sistema 
differenziale (2), risguardandovi la costante (x come un parametro (e y = 1 — /x). 

Lo stesso metodo dei limiti, che ha servito a stabilire il teorema di esi- 
stenza, mostra (*) che gli oo* integrali olomorfi 3- (/&), 5' (/) sono, in un certo 
intorno E di /^ = 0, funzioni regolari di fx, per a<l, e in particolare per (x 
abbastanza piccolo. 

Ciò ritenuto, conveniamo di designare con i'^ una qualunque delle oc* 2, 
che corrispondono a un dato valore di (x e a un valore, pur dato e maggiore 
dell'unità, della costante C di Jagobi. 

Fissiamo una generica lo e la 2^ uscente da S sotto lo stesso angolo 5n • 
Sia E' un generico intorno di S, interno ad E. 
La 2o, essendo chiusa, rientra manifestamente in E' (e quindi in E)j 
dopo un certo percorso finito [e non nullo, perchè ogni 2o contiene anche un 

punto — .0 == .— - — , in cui H si annulla e che non può quindi apparté- 

: V <^ i 

nere al campo E di regolarità del sistema differenziale {!)]. 

Dico che anche 2^ rientra Ej dopo un percorso finito, purché fi differisca 
abbastanza poco dallo zero. 

La giustificazione di tale asserto non va cercata nelle equazioni (2), il 
cui comportamento, fuori di Ey non è sempre regolare (il denominatore H 
può benissimo annullarsi), ma nelle equazioni originarie (I), in cui ^ è la va- 
riabile indipendente. Da quando ^o esce a quando rientra in E' passa un 
tempo finito; in questo intervallo la 2o resta sempre a distanza finita, non 
solo da 5, ma anche, per essere C> 1 (cfr, § 6) dall'altro punto singolare J. 
Si può dunque essere certi, per un teorema fondamentale del sig. Poincaré (**), 
che, se il parametro ii è abbastanza piccolo, 2^ si mantiene vicina a 2o tanto 
quanto si vuole; così vicina in particolare che, quando 2© rientra in E\ la 
posizione sincrona di 2^ appartenga ad E. 

Adesso è facile constatare che 2^ va proprio a terminare in S. 

Immaginiamo infatti di partirci da 5 e di seguire 2t:^ nel suo percorso. 
In partenza, si ha a fare con una traiettoria di eiezione. Sopra di essia, sarà 

(*) Gfp. PoiNCARi^, Mècanù/ue celeste. Tona. I, n.* 23-20. 
(**) Loco citato, n.*» 27. 
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di consegiKttzi ^€isziffiu£t2i la (HI), il radicale v2> dello srìlappo di f [come 
VH delle T^\ azL«i;uii2>i preso aegatiramente. 

La fUIX o aegir^ la na continoazione anaUtica^ seguita ad essere sod- 
disfatta iofigo tmta ia eixrTa. 

Qaate poò essere la concinnazione analitica della (III), quando 1^ rientra 
in ITi 

La cireoataoza che la funzione f yerifiea la (27) mostra che in E sono 
possibili per fj e quindi per la (IH), due sole determinazioni, corrispondenti 
al doppio segno del radicale. Neil' uscire da E il radicale andava preso ne- 
gatÌTamente; nel rientrare Io si doTrà invece prendere positivamente, poiché 

questo accade sopra la traiettorìa vicinissima Z«. 

La 2« rientra dunque in E coi caratteri di traiettoria di collinone. 

e. d. d. 

Farmi ben probabile che, al di là di un certo valore delta costante di 
Jacob?, le 1 seguitino ad essere curve chiuse, per qualunque valore di a (e 
non soltanto per ^ abbastanza piccolo). Non sono però riescito a dimostrarlo 
rigorosamente. 

Padova, febbraio 19Ui. 



Sugli spazii a quattro dimensioni che am- 
mettono un gruppo continuo di movi- 
menti. 



(Di Guido Fubini, a Catania.) 



JNella 



Memoria: Svgli spazii che ammettono un gruppo continuo di mo^ 
vimenti (Annali di Matematica, 1902), ho determinato tutti gli spazii a quattro 
dimensioni clie ammettono un gruppo a tre o a quattro parametri; vogliamo 
ora trovare tutti gli spazii a 4 dimensioni che ammettono un gruppo più 
ampio. Anzitutto dovremmo determinare quali tra gli 54 già determinati am- 
mettono il gruppo corrispondente soltanto come sottogruppo del gruppo to- 
tale corrispondente di movimenti. La ricerca, affrontata direttamei\te, pre- 
senta tali difficoltà di calcolo, che è assai difi&cile condurla a buon termine. 
E più facile, seguendo i metodi svolti dal prof. Bianchi per gli spazii a tre 
dimensioni con un gruppo di movimenti, studiare soltanto che cosa avviene 
degli S^ in discorso per valori generici delle costanti, che compariscono nel- 
l'elemento lineare. I calcoli risultano però ancora lunghi, e senza interesse. 
E si troverebbe che tutti gli S^ che ammettono un S^ integrabile non am- 
mettono mai un gruppo più ampio, eccetto che gli spazii che ammettono il 
gruppo 

A'.- = 3^(1 = 1, 2, 3, 4)' 

che sono euclidei, e gli spazii che ammettono il gruppo generato dalle 

d , . 1 o Q ^ ^ 8 

OXi 17 1 OXi OXi 

il cui elemento lineare è riducibile alla forma : 

ds' = dx\ + dxl'{'dxl + 2h,,d x^ dxt + 2x^d x^d x^ + 
+ 2 (A,c. x^ + A,3) dXidxz {x\ + h^^ d xl 

Annali di Malemalica, Serie IH, tomo IX. 5 
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dove le « A j» sono costanti. Indicando con H^h^^ — *» *!« — *Ìj il di«cri — ^ 
minante non nullo della forma, si riconosce agevolmente clie qnestì f^aii ^ 
ammettono anche la trasformazione inSnitesim?! : 

Non ha per noi alcun interesse il riprodurre qui i calcoli che dimostrano 
non esservi negli altri casi un gruppo più ampio per valori generici delle 
costanti, tanto più p. es. che lo studio diretto di questa quefi;iione per gli ^4 
che ammettono un G4 non integrabile non pare certo semplice. £ noi non 
parleremo qui di questa questione, che è del rcRto implicitamente rif^luta 
nelle pagine seguenti, dove si trovano tutti i tipi posì^ibili di spazii 5^ che 
ammettono un gruppo a più di quattro parametri. E nelle ultime pagine del 
presente lavoro, indicherò sommariamente come il problema in difscorso si ^ 
risolve per gli ^4, che ammettono un G4 non integrabile, che è il caso più 
difficile ad essere affrontato direttamente. 

L'idea fondamentale che ci guiderà alla ricerca degli spazii a 4 dimen- 
sioni con un gruppo a più di quattro parametri è quella di ricercare a priori 
una proprietà generale di questi gruppi, che noi troveremo senz'altro nelle 
prime pagine. Dopo questo, la ricerca diventa non troppo complicata; e sì 
hanno calcoli semplici e uniformi, mentre ineseguibili sarebbero stati ì cal- 
coli, che ci potevano suggerire i metodi generali o la generalizzazione dei 
metodi del prof. Buschi. Ed è senza dubbio soltanto per questa via che si 
potranno ottenere risultati generali in questo ordine di ricerche : si dovrà 
cioè prima studiare le proprietà dei gruppi di movimenti, per poi passare 
allo studio degli spazii che li ammettono. 

Suppongo nel lettore la conoscenza della mia Memoria citata, che indicherò 
con ( À I e, per brevità, trascuro dapprima, come ho già fatto nelia mia Mem.cit.,il 
caso ben più facile e breve a trattarsi di quegli 5« che ammettono un G^ ìntransi*^ 
tivo. le cui varietà ì\ invarianti sono a curvatura costante, senza ammettere il &« 
intransitivo corrispondente, e senza essere di uno dei tipi che ora determineremo. 
§ 1. Noi dimostreremo il teorema seguente : 

Se un Gr \r=^2^ 3, 4, 5, 6, 7, 8) è un gruppo di nicvimenti di un S4 
esao ammette un sottogruppo a « r — 1 ?• parametri, 

I E ben chiaro che è inutile occuparci del caso r = 9 e del caso r *= 10, 
perchè lo .S o non esisterebbe sarebbe a curvatura costante). 
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Qucstij toorenia è evidente per r='I, 2, 3, 4, 5 per noti teoremi gene- 
rali della teoria del eruppi. Se r = 6, il Gr ammette certo qualclie G, (Lie- 
Gnobl, 3" B, png. 756) e deve certo ammettere anche qualche G, perchè se 
un Gr ha dei Botlogruppi Gr-i, ma non dei sottogruppi Gr-,, è tLiE-EsaEt, 
3" B, 691) r^ 8 e quindi ?= = ti. Se r = 7, il Gr ammette certo qualche (?,; 
ee non ammettesse né sottogruppi Gj, "è sottogruppi G» dovrebbe essere (Lie, 
loc. cit.) r^lO e quindi r == 7. Se ammetteB^e dei Gj ma non dei Ga, al- 
lora dovrebbe essere )■ ^ 8 e quindi r=\=l. Veniamo al caso dei Gj; con- 
Ìsideriamo quel sottogruppo G, che lascia fisso un punto generico dello S, . 
Esso non è certamente un gruppo invariante; perchè dalle trasformazioni 
\ di G,, che saia certamente transitivo, è portato negli altri G4 corriepondenti 
!■ agli altri 00* punti di A\ . Tutti questi G, non possono avere alcuna trasfor- 
1' mazione ìnfinileBÌma comune (ossia invariante in Gs) perchè nessuna trasfer- 
ii mazioue di Gì, oltre l'identità, può lasciar fisso ogni punto di S, . 
I Ora (Lie-Esqel; Tomo HI", pag. 776 e 682) di Ga semplici non vi sono 

altro che i gruppi oloedricamente isomorfi al gruppo proiettivo del piano. 
I' Escluso per un momento questo caso, il gruppo G, conte^■^ qualche sotto- 
i gruppo invariante. Se questo sottogruppo è un G, , un G,, o un G, esso 
insieme a uno dei G, precedenti, in cui come si disse non può essere con- 
' tenuto come sottogruppo genererà un G5 oppure un G^ oppure un G-, . Nel 
^ primo caso il Gj, contenendo un Gs dovrà pure (,Lik-Esgel, T. 3.", pag. 691) 
contenere un G« un G-, . Se poi G» contiene- un Gj, non essendo esso per 
ipotesi isomorfo al gruppo proiettivo del piano, esso conterrà pure un G, (Lie, 

Iloc. cit.\ Se il sottogruppo invariante fosse un G4, questo Gj con una qual- 
siasi altra trasformazione infinitesima di G« genererebbe un Gj . In ogni caso 
'Ckdunque ìl nostro G% conterrebbe un Gj un G« oppure un G^ e quindi, per 
;1« considerazioni precedenti, conterrebbe un G,. Basterà adunque far vedere 
Kohe il nostro G, non pu6 essere isomorfo al gruppo proiettivo del piano. In- 
esatti un gruppo Gs che si possa considerare come gruppo di movimenti di 
pJD S, ammette dei G, che lasciano fisso un punto di S,. La composizione 
Ì3i un tale G, si ha subito, ricordando che per le proprietà .caratteristiche dei 
Ì^'*uppi dì movimenti esso deve essere isomorfo a un sottogruppo di uno 
|kJ>azio Sì a curvatura costante e che essendo esso intransitivo t*), deve essere 
|«òmorfo (Cfr. § 1 della mia Mero, cit.) a un gruppo Vi transitivo di movi- 



(*■) Perchè, come ho dimostra to, nolii 
sarà doppiamente IranailJTc 



moria, nasaon gruppo di 11 
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menti di un S^. Confrontando le possibili composizioni dei sottogruppi reali G^ 
di movimenti di uno spazio ellittico (Lie-Engel, Tomo UT, pag. 20S) e le 
possibili composizioni di un G^ transitivo di movimenti di un S3, troviamo 
che questo G4 deve avere per gruppo derivilo un Gì non integrabile. Di 
tali G4 il gruppo proiettivo del piano contiene soltanto (Lib, B*"^ 3*", pag. 103) 
il sottogruppo generato dalle 

^Pi ^9, y/>, y2 

e i sottogruppi equivalenti. 

Ma il sottogruppo in discorso è contenuto nel gruppo G^ 

Pi qj ^Pi ^9j yp, yq- 

Dunque : Se uno dei nostri spazii S^ ammette un (Jg oloedricamente iso- 
morfo al gruppo proiettivo del piano, esso ammette un gruppo G4 intransitivo 
non integrabile, le cui varietà minime invarianti sono perciò delle V3] e 
questo G^ è contenuto in un sottogruppo a 6 parametri di Gg . 

Più tardi studieremo quali spazii S^ ammettono un gruppo Gè contenente 
come sottogruppo un Gt intransitivo non integrabile: e vedremo che nessuno 
di tali spazii può mai ammettete un G$. Il teorema resta così completamente 
dimostrato^ 

Dunque per la nostra ricerca basterà prima cercare quale degli spazii 
trovati nella mia Mem. cit. ammettono un G5 contenente il G4 corrispondente 
poi quale di questi ammette un G^ contenente il G^ relativo, quale fra questi 
ultimi ammettono un G^ contenente il G$ relativo. Per trovare quali spazii 
ammettono un (?, basterà ridurci allo studio degli spazii che ammettono 
un Gj e di quelli che ammettono un G4 contenente come sottogruppo un G^ 
intransitivo non integrabile. 

§ 2. Cominciamo dunque ora dallo studiare quali dei nostri spazii può 
ammettere un G^: noi distingueremo tre casi, che studieremo Tunodopo l'altro. 

A) Il Gs è integrabile, e non contiene alcun G, intransitivo. 

B) 11 Gg non è integrabile, e non contiene alcun G^ intransitivo. 
II Gì contiene come sottogruppo un G^ intransitivo. 

Studiamo il primo caso, osservando che un tale G-, possiede naturalmente 
solo dei sottogruppi integrabili. 

A) Il gruppo Gì ha un G, come gruppo derivato. (Si ricordi che è 
chiaramente da trascurarsi il caso, in cui il Gj avesse tra i suoi sottogruppi 
un G| a trasformazioni permutabili, nel qual caso lo spazio ambiente sarebbe 
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senz'altro euclideo ; ed è quindi a a fortiori » inutile occuparci di un G^ a 

trasformazioni permutabili.) Sia G^ il derivato generato dalla Xi ; potremo 

scegliere le trasform. infinit. (X • . . Xs) generatrici di G^ evidentemente in 

modo che sia 

(XX,) = (XX3) = (X,X) = 

e poiché (X, Xi Xz X^) non può essere a trasformazioni permutabili, una al- 
meno delle (X, Xa), (X3X4), (X, X4) non sarà nulla; e potremo porre p. es. : 

(X, X3) = Xi . 

Ponendo X4 — p X, — 5 X3 al posto di X4 con p, q costante opportune 
potremo poi fare : 

(X3 X.) = (X, X) - 0. 

Sarà poi, indicando con e, delle costanti, 

(X, X5) = e, Xi (X, X^ = e, Xi (Xs X5) = «3 X| (X4 Xs) « «4 Xi 

dove £,, £3, £4 non possono essere tutte nulle, perchè altrimenti (Xi A'^3X4X5) 
sarebbe un r4 (*); e così pure neppure e,, cj, i^ possono essère tutte nulle. 

Se fc,=l=0, togliendo daX,, Xs, X4 multipli di A'', si ottiene «« = £3 = £4 = 0. 

Se £4=1=0, £,="=0, togliendo da X, X3 multipli di X4 si ottiene C3 = £j^0. 

Se £, = £4 = 0, allora £,==0, £3=[=0. E togliendo da X un conveniente 
multiplo di X3 si ottiene : st = 0, caso che è, come si vide già, da trascu- 
rarsi. Dunque i casi da considerare sono soltanto : 

Tutte le (X»X^) nulle, eccetto 

(X,X3) = X. (X.X,) = X. (1) 

oppure tutte le (X,X;ì) nulle, eccetto 

(X.X3)-=X4 (X4X3) = X4. (2) 

B) Il (?5 abbia un G, come gruppo derivato. 
Vediamo se è possibile che tutti quei G^^ sottogruppi di Gj, contenenti 
il Gt derivato abbiano soltanto un Gì come gruppo derivato. Dall'enumera- 
zione di LiE dei possibili G4 vediamo che tutti questi Gì sarebbero di uno 
delle due seguenti composizioni (indicando con X,, X,, X3, X4 le trasf. in- 
finit. generatrici di G^) : 

(Xi Xh) = (I, A: = 1, 2, 3, 4) tranne (X. X4) = X. (a) 

(XiXk) = (1, A: = 1, 2, 3, 4) tranne (X3 X4) =-- X, . (/5) 



(*) Con Tm indicheremo, d'ora in avanti, un Gm a trasformazioni permutabili, 
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IrauipiDO J BC'ttocaw «t. Sia X^ una quinta trasform. infinit. di G^. 
£ )ic»LLÌaiDo 

X A', . = V >..^ X* (i = 1 , 2, 3, 4 ). 

bcrJviitiiiCi k idemità di Lie relative alle Xì/t, ricordando che il G^ deve 
i.v*«it ui) O's j»*T ^rLj»[»o derivato e che questo (?, contiene Xi . 

Oti^nt*H»o. Wi^lituendo a X, la X^ — p Xj — q A'4 (^con p, q costanti op- 
l^jnAiu^f K'h*: X% Kirà tale che 

<X. X^ - /.^ X {Xi X,) = (f = 2, 3, 4) (Xm =;= 0), 
oppure; lakf <rli<;: 

^ X, JT, * - (X,- X,) = ?.;, X. + /.-, X, {i = 2, 3, 4). 

Stì priwjo catio anche (Xi X4 X5 Xi) ha un Gf per gruppo derivato. 

N^J Mjcondo caw le //, Xt + /^j X3 non sono tutte nulle, perchè G^ deve 
avere un </, per gruppo derivato; quelle di esse che non sono nulle nippre- 
sentano una hte^isa trasformazione. Presa questa come trasformazione Xs (e 
scambiando eventualmente Xt, X,) si ottiene facilmente: 

(X, X,) = (Xi X5) = li, X, (f = 2, 3, 4) 

dove non tutte le /^j sono nulle. Se A3, =1=0 X,3='=0, allora (-X,X3X4X,) 
ha un Gt per gruppo derivato. 

Se >.„«'» 0, allora (X,, Xa, X,, X4 + X5) ha un Gt per gruppo de- 
rivato. 

Nel caso (/3) otteniamo con procedimenti analoghi, che si potrà porre: 

(Xt Aj) ="- Xji X| + Xi3 Xt 
(A, X) = (X,3 + X,,) A'. 

( A't Xi) = Xs ì X| -j- ^33 As + '»34 A4 
(A4 A5) = X4I X, 4~ ^'43 ^^3 -f X44 X4 

quando alla X, si sostituisca X^ — p X3 — ^ X4 , con p, q costanti opportune. 
Se (A', A',) è il gruppo derivato, allora X3., = X34 = X43 = X44 = 0. Se 
Xu=;=0, il gruppo (A",, A"t, X3, A'4 + X5) ha un Gt per gruppo derivato. 
Se X,4 = 0, allora X3,='=0 X4,==0. Sia p. es. X3, ='=0. Se anche X„=1=0 
il gruppo ( A', A', A's A'5) ha un G, per gruppo derivato. Sia X,, = 0. Sosti- 
tuendo alla A'4 la A'4 — p A'a (p conveniente costante) avremo X4, == 0. Mol- 
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tiplicando X5 per r— si potrà poi fare X3, =^1. E il gruppo (.Y, X, A's X4 A'5) 

avrà la composizione : 

Tutte le (Xi Xh) -= tranne 

( X3 X,) = X, (X, Xs) = X, . (3) 

Se non è (X», X,) il gruppo derivato, è certamente X„ = 0. E se non 
è già nulla una delle (Xs X^,), (.X, X5) potremo sostituendo alla X3 la 
Xs — p Xa ( p = costante opportuna) fare (X3 X5) = 0. 

Se X44 = 0, è certo X43=;=0 e il gruppo (X,, X4, X, + X4., X3, X4', X5) ha 
un Gt per gruppo derivato. Se ).44='=0, allora (X,, X41 A^ -f X43 X, + ).44 X4 , 
A's, X5) ha un (?, per gruppo derivato. 

Dunque, tranne che nel caso (3) noi potremo supporre che nel G^ esista 
un Gì con un Gt per gruppo derivato. Esaminiamo perciò se è possibile che 
tra i Ga di G5 aventi (?, come gruppo derivato non ve ne sia alcuno con 
un r, . Perciò ricordiamo che un Ga con un G, come gruppo derivato e 
senza Tg ha la composizione 

(X. x.) = (x,x,)^(X3X4) = (X4X,)-o (X. X3) = x. (a;x,) = x, «) 

oppure la : 

(X.X,) = (X.X3) = (XsXO = (X,X3) = (X,X4) = X, (X.A'4)==X,. /3) 

Le formule di composizione danno nel caso (a), sostituendo alla A'5 
4 
la A'5 — 21 Vi ^* ^^^® '® P* ^^^^ convenienti costanti che : 

{XiXs)^0 (1-1, 2, 3, 4) 

e il (?5 contiene il gruppo (X,, A',, X3 + A'4, X5) che contiene il Tg (X, X,, A'b) 

ed ha un G, per gruppo derivato. 

Nel caso (/3) si ottiene dalle formule di composizione, sostituendo a X5 
4 
la X5 — ^ Pi Xi nel modo solito che si può fare : 



4 
\ 

1 
(X.A'5) = (X,Xs) = X„X. (XsX5) = -A„X3 (X4X5)-.= 0. 



Affinchè il gruppo derivato sia (X, , X,) deve essere X„ = e allora 
(X, X, X4 X5) che ha un G^ per gruppo derivato contiene il r3(X, X, X5). 

Potremo dunque restringerci al caso che G^ possegga un G4, che con- 
tiene un Ta e di cui un (?, è il gruppo derivato. 
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Di l.ili (?4 vi sono poltanlo i seguenti tipi che esanìin(MTmo sacccssiwa- 
meiite : 

I. Sia 6r4=-(-Y|, A",, .Y3, A'4). E siano tutte le [XiXh) = tranne 

(Al A4) r= Af 9 ( A3 A4) = X% . 

1 soliti metodi danno che allora la X^ si potrà scegliere in modo che 

{Xi A5> = (1 -- 1 , 2, 4) (A3 A5) = Xa, X^ . 

Se }.„ r= 0, allora (A^, A",, A'a, X^ è un 1^; se X3, ='=0, si può, mu- 
tiindo X. fare /,♦ = 1 e otteniamo così per G^ la composizione : 
Tutte le (A£A\) = tranne 

(X. A,) = A, ; (A3 A4) - (A, A»^ - A, • (4 ) 

IL G4 può essere del tipo: 
(A.- A*) = (f, ^- - 1 , 2,-. 4) tranne (A, A4) - A, (A3 A^) = A. . 
E si trova con le solite considerazioni 

(A4 A5. = A41 Al -p /.4t A e 5 (A3 A5) =^- ^'31 Al j 
(A. Xs) = >.MXt; (X.A3)--0. 
Togliendo da A'5 multipli convenienti di A',, A3, A'4 si può fare 

/41 = /4J = /31 = U. 

Se (A',, A,, A",, X^ non è un r4 è certo X„=1=0. Si può dunque fare 

E si trova per G5 la composizione : 

{Xi Xk) - tranne (A, A4) = X, , ( A, X4) = Ai , (A, A5) = A', . (5) 

III. Il gruppo (j4 può essere del tipo : 

'(A|Xfc) = tranne (A,A4)--X,, (X3 A4) = A. — A^3 . 

Togliendo da A, multipli di X,, X,, X4 convenienti si ha che si può 
porre: 

(X. Xs) = (X, A5) = (A3 A5) = X3. X. (A4 As) = 0.^ 

Se ( X, A", X, A',) non è un r4, sarà ).3,='=0. Si può perciò porre 
/a, - 1 e si ha [)er la composizione di G^ 

(A/Afc) tranne (A,A4):=— A.; (A^3 A'4) = A. ~ A3 , ; 

(A3Ar3)=X,. ) ^^'"^ 
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IV, I) (74 può essere infinO della composizione:. 

■ ' ■ '^ 

{XiXk) = tranne (Z, X) = X, (X, X) — e X, (e =h 0). ' 
E troviamo coi soliti procedimenti per il nòstro gruppo. G^ nel caso di 

{Xi Xh) = tranne (X. X,) = X. , (X, X,) ='X, , ) 

\Xt -Xs) = A|3 A3 y \Xz A5) = A31 Xi -f- A3J Xz • y 

Nel caso di e = = 1 

. . . • • • » 

(X,- Xfc) = tranne ' (X. X) = X, , (X3 X.) = e X, , ( X, X,) = X,'. ' (8) 

C) Il gruppo (zs abbia un G3 per gruppp, derivato. 

Nessuno dei G^ di G5 contenenti G3 abìbik, sé è possibile, questo (?, per 
gruppo deriviato. E ve he sia anzi uno il cui gruppo derivato sia - un- ■ G, , 
senza che esso contenga un Ts. * 

Questo Ga perciò, avrà la composizione : 

(X. X,) = ( X, Zs) = {X, X4) = (X, X.) = (X. Xi) = X. : .. ; 

nel qual caso si può scegliere X^ in modo ohe dar. 

(X, X5) = (Xi X5) = (X, Xs) = A,t X,: i ' (X3 X5) = — X„ X3 

(dóve è certo X„=|=sO) cosicché Q^ contiene il sottogruppo (Xi^, XJ Xs]^ con 
un (ts per gruppo derivato, oppure detto G^ ha la composizione:: 

(X. X,) = (X, X3) - (Xs X4) =-(X4 X^) - 

{X,X,)^X, : (X,X4)-X,k: : .; . --. ; •> 

che, come si verifica con le sole relazioni tria lè costanti di composizione hon 
può essere contenuto in ìin G^ il cui gruppo derivalo sia uh G^* Esaminiamo^ 
dunque il caso in cui questo (?4 contenga iin H. Esso potrà essere di varfi 
tipi, che studieremo successivamente : > - • 

I. Sia la composizione di un tale (74 data da : 

(X.- Xh) = tranne (X, X4)-= Xi ( Xi X4) = e X, {t =^0). 
Se e «1=^1, si vede tosto che si può scegliere X5 in modo che: 
(Xi Xs) = 0, (X^ X5) = X,iXt j (Xs Xs) ^ X33 X3, 

(X4 Xs) ^= A4J Xf • " • "^ 
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Ma se A„=|=0, il nostro G^ contiene il gruppo (X,, Xtj -X,, X5 + A Xi) 
il quale, se A è opportunamente scelta^ ha un (73 per gruppo derivato. 
Se invece X„ = 0, è certo X^,=}=0 e si può anzi supporre z^, = 1. 
Otteniamo così un Gg con la composizione : 

(X, A0 = 0, {X\X,^ = iX,X,) = l„X, {X,X^) = X, 

(X,X,)-X., (X,X,) = cX„ } .9) 

(JT. X,) = {X, X,) = {X^ X,) = {Xs X,) = 0. 

Sia invece r = 1 Si potrà scegliere Xs in modo che sia 
{Xi A5) = X4I Xf (Xi Xg) = A|3 Xs {Xf Xs = Atj Xf 

(Xj X^j a= >.„ X, -j- /sf X, . 

Se X„ a^l* 0, il sottogruppo (X, , X, , X, , i X4 + A X^) dove i, h sono co- 
stanti opportune ha un G^ per gruppo derivato. Se X„ = 0, è certo X4, = = 0, 
e si può supporre X4S = 1 e si ha un Gì di composizione : 

(X,Xik)=0 tranne (X, X,) = X, , (X,X,)^X,, (X,Xs) = >„X„ ; 

(X,X.) = >.,.X. + 1,3X„ (X,X5)=X,. )^^^^ 

IL II G4 può avere la composizione: 

(Xf Xjfc) «B tranne (X, X4) »« X, , (X, X^) » X, . 

Le formolo di composizione danno subito che si può scegliere Xi in 
modo che : 

(X, Xs) = >.„X. (X,XO = (X,X5)=X„X, + Xw^3 {X,X,) = i,,Xs 

dove una almeno delle X», X«s non è nulla. Se Xs3-!«0y il sottogruppo 
(X,, X,, X,, itXs + AXi) dove k^ h sono costanti opportune ha un G, per 
gruppo derivato. Si può dunque porre X,, ^ 0, col che X43 » ossia, come 
si può supporre senz'altro, X43 «» 1. II G^ avrà la composizione : 

(XiXjk) — tranne (X.X^)— X„ (X,X4) = X„ ) 

(X,Xs) = X,.X4, (X4X,)=X,. ) ^^^^ 

IH. Il (74 può avere la composizione: 

(Xi Xk) = tranne (X, X4) = - X, (X, X4) -= X, — X, . 

E si ottiene col solito metodo che X^ si può scegliere in guisa che 

(X. X,^ = 0, (X,X,)-X„Xt, (X,X,) = X,.X,, (X4X,) = X4,X,. 



(12) 
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Come precedentemente, si vede che si può supporre >.tt = 0, e quindi 
^41=1=0, o, come si può senz'altro, X4, = 1. 
Otteniamo così un X^ di composizione : 

{XiXf,)^0 tranne (X,X,) = — X., (X, .Y,) = X, — -V„ 

(X, X,) = Xj, X, , (X4 X5) = X, , 

IV, Infine il G^ può avere la composizione : 

(X; Xf^) = tranne (X, X^) = X, , (X, X^) = X, . 

Si vede al solito che X^ si può scegliere in guisa che sia: 
(X. X.) = {!,, + X,3) X, (X. X.) = (X3, + 2 lu) X, 

(X, X5) =s X3, X, -j- X33 X, (X4 X5) = X43 X3 -j- X44 X4 , 

Affinchè il gruppo derivato sia un Cr, è X33 = X4J = 0, X41 ■ « oppure 
X44 == 0. Nel primo caso (X,, X,, X4, X») ha un gruppo G^ come gruppo 
derivato. 

Nel secondo si può supporre X33 = 0, perchè altrimenti (X,, X,, X,, Xs) 
avrebbe un G^ per gruppo derivato, e quindi X45 = 1, E si ha per G^ la com- 
posizione : 

(X;X;,) = tranne (X, X5) = X3, X. , (X4X0 = X3, ) ^^^ 

(X.X4) = X., (X3X4) = X.. ) ^^^^ ' 

Esaminiamo ora se è possibile che tutti ì G^ di G^ contenenti il 63 de- 
rivato ammettano un G^ per gruppo derivato. Prendiamo uno di questi G4. 
Esamineremo uno dopo Taltro i varii tipi di composizione, che esso può 
avere : 

L II 64 (X|, X,, X39 X4) abbia la composizione: 

(XiXk) = tranne (X,X4) = X,, 

Scelto opportunamente X5 si avrà che : 

(X, X,) - (X^ X,) = X;, X. + X^-X, (t = 2, 3, 4). 

Dello (Xf X5)(; = 2, 3, 4) almeno due non sono nulle, e sono distinte 
perchè G^ ha un G3 per gruppo derivato; se tali sono le (X, X5), (X3 Xj) 
allora il G^ {X^^ X,, X3, X4 + Xj) ha proprio un G^ per gruppo derivato. 
Se (XtXs) e (XsXf) non sono distinte, allora una di esse non è certo nulla^ 
e (X,, X,, X3, X4 + X5) ha un G^ per gruppo derivato. 
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II., Il gruppo Gì può avere anche l'altra composizione : 
(Zi Xa) = tranne (X, X,) = X,. 
Allora si trova senz'altro che scelto opportunamente X,, avremo: 
(A'. X,) = X.. X, + X„ X. 
(X.X,)^=(X„ + i„ì^. 
( X, X,) = X„ X, + X„ X + >.,, Xì 

(X, X) = ^*i X, + >.„ X, + x„ X, . 

Se li, =;=0, allora il fi, derivato di X, conterrà X,, X, B 
X„ X, + X,* X, , \t» ^» + >*i X, 
non possono rappresentare traèforlnazioni distinte. Sostituendo dunque alla Xs, 
o alla X4^ una loro opportuna combinazione lineare, potremo supporre che 
una di esse sia nulla-, sia p. es> Xn—.X» - 0. Ma allora il gruppo 

(X., X„ J.^.X, f X„X, + 3l,,X, X,) 
ha un G, per gruppo derivato, a meno che X,i^=0.. Se X,< = 0, il gruppo 
(X,, X,, Xj,' X, -t- Xj) contiene il fi, derivato di Gj ed ha per gruppo de- 
rivato un gruppo G, . 

Sia invece l,i:=^O.II'fi, derivato di G^ sarà il gruppo 

(X„ >.„ J, + 1„ X, + 3l„ X, , i„ X, + X„ .7, + \,, X, \ 

Mutando la ^i o la Xi io modo analogo al precedente, si vede ■ poter 
BjULpporre che una delle X,i, l,, sia nulla, p. es. che sia X„ =0. 
' donsideria.mo il gruppo 
{^f, X„ X, + Xu X, , l„ X, + >„ X, + >,, X, , k, X, + A, X, + h Xt) 
dove A,, h,, hi sodo costanti generiche. Il suo gruppo derivato è: 
(«)... A» (X„ + X„) X («)' = (X„ X„ - \, X„) X. 

(5) . . . {X« A, - A» X«ì X, -f A, X„ (X„ X + X^ X,) + 

■ ' ' + Aj X„ (X,, X, 4 X„ X, + x„.r,) 

(y)...A,xJ^X„Z.-l.(A^X„-A.X„)X.+ A,X„(X„Z, + X„^J-J- 

, + As x„ {X,, X, + x„ a; + x„ Jt,). 

Se ^M + ^44=hOt questo gruppo per As=|<=0 non ha per gruppo derivato 
un G, perchè infatti in tal casp i coetBcienti di Xj e di X, in {0} e^in (;>) 
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*6 (^13 ^,4 + ^»4 ^44)) *5 (^48 ^38 + ^44 ^s)) ^5 (^48 ^84 4 ^L) 

non possono essere contemporaneamente nulli senza che sìa \^ = ^^^ ^ e 
quindi X„ = \^ = 0, ciò che è impossibile. 

Sia invece X,, -f- ).^^ = 0. II gruppo derivato resta allora generato da due 
trasformazioni infinitesime, che non possono essere identiche per valori ge- 
nerici delle hi (come subito si verifica) se non nei due casi seguenti : 

I- ^88 + ^44-0 A,. = XJ3 + X,3 X3, = 0. 

Nel qual caso (X^X^) e (XaXì) sono identiche, oppure una di esse è 
nulla; cosicché il gruppo 0^ non ha un G^ per gruppo derivato. 

II. >-,3 + ^44 = 0, ^4,H=0, AJ3 + X,, X,3 = 0, X„ = 0. 

In questo caso {X^ X^) non può essere nullo perchè altrimenti (X Xt X2 X5) 
sarebbe un r^; e togliendo da X^ un multiplo conveniente di X^ si può fare 
'43 = ^44 == 0- Si ha allora che >.3^ =[= 0, perchè altrimenti ff» non avrebbe 
un Gs per gruppo derivato; e si può senz'altro porre ).3^ = 1. Si ottiene così 
per Gì la composizione: 

{XìXh) = tranne {X,X,)^X, {X,X^)=.X, {X,X,) = X,. (13) 

Per studiare dunque quale dei nostri G^ ammette un G^ per gruppo de- 
rivato, basterà dunque ricercare ancora soltanto quelli, che contengono un G^^ 
di cui G^ è il gruppo derivato. Studieremo successivamente i varii tipi di 
tali G^\ e ne indicheremo al solito con JT,, Z,, Z3, X^ le trasformaz. infinit, 
mentre con X^ indicheremo una quinta opportuna trasform. di G^ non appar- 
tenente a 64. 

I. Sia il G^ della composizione : 

{X,X,) = X, {X,X;) = 2X, {X,X,) = Xt {X^X,) = Xt + X, 

{X, X,) = (Z. Z,) = 0. 

Si riconosce tosto che si può scegliere X^ in modo che : 

(Z.Z,) = (Z,Z.)=(X,Z.) = {X,X,) = l,,X,. (uy 

II. Il gruppo G^ può essere del tipo : 

{X,X,) = X, {X,X,) = cX, {X,X,) = X, (Z3ZJ = (c-l)Z, 

(ZiZ,)=^(Z.Z3) = (c-Wl). 



(14) 



(15) 
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Se e =1=0, e =1=2 8Ì ha che X, si può scegliere in guisa che: 

(XtX,) = ( Jr, Z,) == ).„ X, (X3X,)=-X„X, {X,X,)^Q. (15)' 

Se e ■= 2 si può scegh'ere X^ in guisa che : 

(Xi Xs) = (X, Xj) = }.,, Xt + Xj3 X, (X, Xs) = Ag, Xt — Xjt -^3 ) ' 

[ (15) 

Se e = si può scegliere X| in guisa che : 
(X,Xs) = X4,X. (X.X,)=X..X. (X,Xs) = ).hX, (X3X5)-0. (15)'" 

III. Il gruppo G^ può essere del tipo : 

(X.X,) = X, (X,XJ = aX, (X3X,) = cX3 ^ 

(Xf Xjt) = (i, i = 1, 2, 3) (a =1= 0, e =|= 0). ) ^^ ^ 
Se a =1^ e =1= 1 si vede tosto che si può scegliere X5 in guisa che : 

(X.X,) = = (X,X5); (X,X,) = ).„X, (X3 X5) = X33 X3 . (16)' 

Se a = 1, c=|= 1, X5 si può scegliere in modo che : 

(X, X|ì = A„ X, (X, X5) = X„ X, -}- X„ X| (X| X|) = X33 X3 ) 

U.X.)-0. ) *'«> 

Se a = e = 1, Z5 si può scegliere in guisa che: 

{X^ Xf,) = >.„ X, -f- 'n X» (^t X^) = ?.,, JT, -|- /.,, Jf, -}- À,, JTj ^ 

(16)'" 

(Xj X5) =" Aj, JT, -I- /.,, Xi -\- /.s3 Xj (X^ -STg) = 0. ) 

Il caso di a = c=|= 1 si riduce facilmente al caso di a = 1, e =1= 1, ecc. 

IV. Il gruppo G^ può essere del tipo : 

{Xi Xì,) = (», A; = 1, 2, 3) ; (X, JT,) = e ^. ; (^, JT,) = (1 + e) ^, 

X, = X,-\-cX^ 

dove e =1=0, <;=|= — 1. Si può scegliere X^ in guisa che: 

{x,x,)=^iuXr, {X,x,) = i„x,-, {x^x,) = {x,x,) = (ì. (17/ 

Y. Infine il G^ può essere del tipo: 

{X,X,^ = X, {X,X,)^X, (^,XJ = ^. + A, ) 
{XiX^)^0 (,-, A: = l, 2, 3). ) 



(17> 



(18) 
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E si vede coi soliti metodi che X^ si può scegliere in guisa che 

{x,x.:)^\,x, {x,x,)^\,x, (JT, ^,) = /,. jr. + >„ ^, + x„ jr, \ 

ÌX,X,) = 0. ) ' 

Studiamo ora quei G^ integrabili che hanno un G^{Xtj Xfj X^^ X^) come 
gruppo derivato. Se noi passiamo in rassegna tutti i vani tipi di G^ e cer- 
chiamo quando essi possono essere sottogrupi^i di un (?., che li ammetta 
come gruppo derivato, vediamo ben tosto, usando delle relazioni che legano 
le costanti di composizione, che il O^ deve essere del tipo 

(^XìXh) = tranne {^,X;) = X, (19) 

e che A^5 si può in tal caso scegliere in guisa che : 

(X. X.) - X + K X, {x, X,) = (X3, + K) X, ^ , 

(^,X5) = >„X+>33A'3 + /„X, (^.A;) = À,.X + >,3^3 + >,4A4 ) ^ 

dove (poiché il gruppo derivato di G, è proprio un GJ 



=1=0. 



^33 ^'34 
^48 ^44 i 

Così abbiamo compiuto la ricerca delle possibili composizioni dei no- 
stri C?5 del primo tipo; e osserviamo che con gli stessi metodi si possono 
ottenere tutte le possibili composizioni dei gruppi a cinque a più para- 
metri. Passeremo ora ai gruppi 65 non integrabili. Essi, come sappiamo 
dell'opera di Lie, non possono presentare che i seguenti tre tipi possibili di 
composizione : 

L {x,X,)^{X,X,)^{X,X,) = Q (X,X,)^{X,X,)=X, 

{X,X,)^{X,X,)^X, {X,X,)^-2X, {X,X,) = X, \ (20) 

{X,X,) = -2X,. 

II. {X,X,) = {X,X,)^{X,X,) = {X,X,)^{X,X,) = {X,X,) = 
(X,X,)^X,; {X,X,) = 2X,^, {X,X,) = X,', {X,X,) = X, 

III. {X, X,) = {X, X,) = (^3 X,) = iX, X,) = {X, X,) = 

^{X,X,)^(X,X,)^0 \ (22) 

(x,x,)=''Xr, (x,x,)^2x,] {x,x,)'=x,. 



(21) 
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Prima di procedere oltro, daremo effettivamente le trasfornìazioni infini- 
tesime dei gruppi (1), (2),..., (22) trascurando quelli di questi gruppi che o 
contengono un G4 intransitivo, due trasformazioni infinitesime con le stesse 
traiettorie, e quelli che non possono essere ottenuti con gruppi su quattro 
variabili. A tal fine prenderemo un G^ del G^ da determinare: esso, pej ipo- 
tesi dovrà essere transitivo. Conoscendone già la composizione, dal § 11 della 
mia Mem. cit., ne trarremo senz'altro le trasformazioni infinitesime X^^ Jf,, 
^3, X^] per determinare poi la quinta trasformazione X^ di (?» ci serviremo 
delle relazioni che per i suoi coefiScienti si ottengono esprimendo che le 
(-^i^i) [i = 1, 2, 3, 4) hanno i valori trovati. Di più osserveremo che se 
le A',, Xf^ X^ generano un G^ su tre variabili x^y x^j x^ e se si suppone 
l'elemento lineare di S^ già ridotto alla forma 



si avrà, ponendo 



1,2.3 

d s' = d ari + 21 ^«* ^ ^« ^ ^h } 

uh 



a 



Xs= Zà^iy^i} ^9 1 ^3) ^4) g^. 



che —- = 0. Se di più ^ = (1 = 1, 2, 3) dovrà essere anche 

|^ = 0(t = 1,2,3) 

per le formule di Killing. 

Faremo il calcolo per il gruppo (1) come esempio, accontentandoci poi 
di dare il solo risultato per gli altri gruppi. 

Scrivendo in esso JT,, ^3, A4, A,, X^ invece di X,^ A„ X,, A,, Xj^ la 

sua composizione diventa : 

» 

{XiX%) = tranne (X^X^)==X^ {X^X^) = X,. 

Il gruppo Xi, Xt, X3, Xi è perciò del tipo V al § 11 e si potrà scri- 
vere (§11) 

X, "» a— > Xi = ^-— > Xi = 3— > X = Aj X -j- 5 — (/. =t: OOSt.). 

OXi Xt OXt * Xt U OXt ' 

Le {X, X^) = {Xt Xi) = 0, (X As) = Xt danno 

|j:ì?=^-J = 0(,. = 1, 2, 3, 4) |^ = 0(i = ], 3, 4) 1^ = 1 
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cosicché sarà : 

dove fw^ è una costante, ed m^y w,, m^ sono indipendenti da .r, ,-ir,, 3:3. Per 
l'osservazione precedente anche w;,, i/t.,, mj saranno costanti si potrà porre: 

ir d . d 

^5 = ^f à^ + ^4 



5 
Si verifica senz'altro che {X^X^)=\=0 non è della forma 21 hXij dove 



1=1 



le li flieno costanti e quindi è inutile occuparci di questo primo caso. 

Passando ai Gj di composizione (2) e scrivendo A",, X^^ X^j X^^ X^ ri- 
spettivamente al posto di X^y JT,, X^^ X^^ X^ otterremo che si potrà porre: 

y ^_ y d y d_ y __ _3 1 3_ 

y -^^ ^ 1 ^ 

oxi mi COCA 

con l^j m^ costanti. Anche di questo caso è inutile tener conto perchè la 
trasformazione — X^ — T ^^ insieme a A",, X ^ X^ genera un O^ intran- 
sitivo. 

Nel caso (3) otteniamo analogamente : 

y d l d 



d Xi mi d X4 
con /^, m^ costanti. Anche questo caso è da trascurare perchè 

— A4 — -7- X^ 

con X^J X^j A'3 genera un G^ intransitivo. 

Per la stessa ragione è inutile tener conto del tipo (4) in cui si avrebbe 

y ^ / • — 1 ^\ . V ^ _L ^ 1 3 

V aia 



a x« wi a ir4 
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E analogamente si trova che è inutile tener conto dei tipi (5), (6), 

(7), (8). 

Per il tipo (9) le trasform. infinit. X,, X,, X3, X^ si possono scrivere, 

come sappiamo dalla nostra Mem. più volte citata, 

Y— ^ Y ^ Y ^ Y^^_i_/.^^ ^ ^ 

S./'i Sxf 3 ara * 3^1 ' 3 ars /4 2 0:4 

Tenendo conto dei valori di (XiX^) {i='i^ 2, 3) si vede che: 

y _ . a 1 a 



5 'ss '*'3 



a .Ts W4 a ^4 



con w^ costante. Ma si vede subito che questo caso è da trascurare, perchè 
(X4 Xj) è identicamente nullo, cosicché G^ non avrebbe più un G^ per gruppo 
derivato. 

Con procedimento analogo si vede che è inutile tener conto dei tipi (10), 
(11), (12, (12)^'»- 

Nel caso (13) il gruppo (X,, X,, X3, Xj si potrà scrivere: 

* a .ri ^ ^ ' *^ a Xf ' ^ a xi /4 a X4 

con /j, /, , /g,'/^ costanti. Posto X5 = ^ >?t(^i) '^27 ^3r^4)^~~ si ha per le 

izzzl Xi 

formule dì composizione: 



Si a X3 a X, /4 Si a ^4 a x/ ^ a rct a a;i 

donde 

7 A ^""^'S ^ 1 a^ii 1 ant , ^ 

' ' ax4 ' /4 ax4 ' /4 ax4 • ^ 

Sarà quindi 



■» 
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dove fWs, m^ sono costanti. II sottogruppo X, Xtj X^ — hX^^ X^—m^Xz 
è intransitivo, cosicché è inutile occuparci di questo caso. 

È pure inutile occuparci del tipo (14), (14)'. Basta infatti determinare 

Xi = l Vìi ^ - tenendo conto dei valori di (X. X^^ (X, Xs^, {X^ X^) ricordando 

che 1^ = e che se |^ = (i = 1, 2, 3) anche ~- ^Q^k=\, 2, 3). 

Si trova tosto che la A; X^ + // X^ (dove i, h sono opportune costanti) ge- 
nera con X,, X,, X3 un gruppo intransitivo. 

Identico risultato si troverebbe analogamente per i tipi (15) (15'), (15) 

(15)", (15) (isr, (16) (ley, (i6) (ler, (i6) (ley, (i7) (i7)', (i8) (is/. 

Considereremo ora il tipo (19) (19)'. Avremo, indicando (§11 della 
Mem. cit.) al solito con 

OXi OXt 0x3 OXi * 

+ (^3 + /*) ó— + /a ó— — 0— 

Xt 0X3 e X\ 

t 

il sottogruppo (Xi XfXaXi) (*) e con X5 =* 2 ^» T~ ^^ quinta trasformazione 

f v Xi 

di G5, che si potrà porre, indicando con n,-, vi delle costanti: 

>?• = 3?l + (>-3l + li hi) ^Z + ^1 ^4 + ^i \ 

I 
I 

rii = X„ a:, + (X33 + X44) a;, + X34 f ~ xj + ^» a^sj + 

ir* ^ fi) 
+ {U iit + ^1 À33 + h >.4i + ^8 1% hi — kit — yz) XA-^-v^ — n,^-^ ( ^ ' 

m = {hi + h hi) X3 + W3 0:4 + Vs 

>74 = — a^3 + W4 ^ 

Basta per ottenere queste formule ricordare le relazioni che si otten- 
gono esprimendo che (X,- X5) (« = 1, 2, 3, 4) hanno i valori prefissi. 

Passiamo ora al tipo (20); e, per uniformità di notazione, scambiamo 
X,, X,. Otterremo per il gruppo (X, X,X8X4) la composizione: 

(X. X.) = (X. X3) = 0, (X, X3) = X.; (X. X4) « X,, 

(X,X4) = -X., (X3X4) = -2X3. 



(*) Dove le /♦ sono costanti. 
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Il gruppo (Xi Xt -Ya A'4\ che naturalmente supponiamo transitivo, sarà 
dunque definito dalle : 

Y— -L X — X — ^ \ T ^ 

(7-rs (7X3 OXi C Xt 

doTe le /,- sono costanti. Avremo poi : 

kX, X,) = A', [X, X.ì = (A', X,) - X, {X, As) = - 2 Xs . 

Posto A'» = - 35,- 5 — ed esprimendo che queste eguaglianze sono soddi- 
sfatte, otterremo ricordando che 7=r^ = e indicando con n,, w,, w,, n4 delle 

Xi *i '1 '1 

costanti : 



>;. = ('. — gì + Mi ^^'^ ; >?* = /, Ji - /i /3 X, — v^ r, «*• -f 



W3 «*• ; } 



>:3 = jr, — h Ti + H3 €'» ; ,j, = x, — y • y 



Andiamo ora al tipo (21). Scrivendo A',, X,^ Xs, A'4, X^ rispettiva- 
mente per le A',, A'^ — A',, A'5, Xi otterremo: 

(A^a:3) = x. {x,x\)=-x, 

(X\ A',) ^ (A'. V.) - {X, X\) = (X. X,) = 0. 

Il G4 generato da queste trasformazioni infinitesime, che naturalmente 
supponìauìo transitivo, sarà dunque definito (§11) dalle: 

V — ^ V — ^ V _ ^1 ^ 



e Xi CXt ' ^ ? Xj e Jf 



dove /,, lij 1^ sono costanti. Ricordiamo che possiamo supporre, posto al so- 
lìto X%= Xjs,*p— 1 che >:4 5s|==0 perchè altrimenti il gruppo X,, X,, Xj, X, 
sarebbe un (#4 intransitivo. £ avremo che (giudicando con iii, n^^ h,, it^ delle 
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costanti) : 



X, = [- 2 a;, + e- *• (n. - 2 /, r,)] A + 



(III) 



Per ottenere queste formule basta ricordare che 

(XX») = 2X3 {X,X,) = {X^X,) = Xs (X,X,) = 0. 

Occupiamoci ora del tipo (22). Scrivendo X,, Xi, Xzj X,, X5 al posto 
delle (XiXtXiXiXi) otteniamo intanto: 

(X,X,) = (X.X,) = (X.X3) = (X,X4)-X. (X,X) = (X,X,) = 

cosicché si potrà scrivere (§11 della mia Mem. cit.) 



^ ^dxi oxt dccz dxk 

Poniamo al solito X5 = - >?« ^ — • Esprimendo che 

(X. X,) = (X, X.) = , (X. X.) = 2 X4 , (X, X,) = x, 
troveremo che si potrà porre, indicando con ni delle costanti 

X» = ix] + 2 a;. ;. 4 «. «-'*') /- + (2 k x. + «, «-*•) g~ + 1 



(IV) 



Per le prime due classi da esaminare ci siamo ricondotti ai soli tipi (I^, 
(II), (III), (IV). 

Studiamo ora quei G^ che contengono per sottogruppo uno di quei 64 
intransitivi che si possono considerare come gruppi di movimenti. E studio- 
remo anzitutto le loro possibili composizioni. E perciò osserviamo che un Gì 
intransitivo, che si possa considerare come gruppo di movimenti ha una delle 
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cutnpOHizìoni Hoguenti : (Per il valore effettivo v. § 11 A.) 

(.Y, A',) = (X, X,) = (X, X,) = (X, X,) = X. 
(X.X4) = -X, (X,X4) = X, '• 



oppure : 



[>ppuro : 



(X. X.) = (X. X,) = (X, .Y,) = (X, X,) = - X. 
(X, X,) -^ A', (X, X\) - - X, 

{X.X,)-X, (X,X,) = X. (X,X.) = X, 

(X. A'O = (X, X«) = (X3 X/ = 0. 



Corchiamo di trovare le possibili composizioni di un Gt che possegga 
por Kollogruppo uno di questi G4 . Porremo 

(X,X.)- É^rtXfc (1 = 1, 2, 3, 4) 

scrivoremo le relazioni tra le costanti dì composizione, cercando poi di sem- 
plifioare i risultati, sostituendo alla X^ una trasformazione X5 — ^pi A"ì dove 
lo Pi sono opportune costanti. Troveremo così nel primo caso : 

(X,X,)^luX, ) ^ ^ 

oppure 

^v.a;ì-o (A;A;ì--X3,At + XaX33A, (A,a;) = x„a, ) 

(\\A;)--2X„A; + XaA; + X4. X,; (4 )^3 + XI. X„ = 0). ) ^ 
Nel secondo caso troveremo: 

(Vi a;ì - ( a; a;) = (X, a;ì - o ^x, a;ì = x„ x, + x„ a; . ( vid 

N«l terio CASO infine avremo: 

(X, A.) - (Xt .V.) - i a; A;ì - O ; v V^ A\ì = X,, X. + X,s X, . (Vili) 

*rrovUmo om elfetiivamente la \v in tjuesti casi, servendoci dei valori 

dl^i^He v^^V'^V *^*<^ d*'** Porremo X^-» ^ ititt-^ > supponendo j:, == 0, perchè 

«hrìwcntì k> »pMìo arnnuMicn^bW un (t\ intransitivo e quindi anche un G« 
mimoKiìuvw cMO ch« CiSAminer^ino a |>arie. 



che ammettono Un gruppo continuo di movimenti. 55 



Le (V), (VI) ... daranno successivamente delle equazioni per le vn^ che 
integreremo. 

Otterremo così nel caso V, ricordando che x-^ = e che se 
anche |^* = 0(/=1, 2, 3) che: 



dxA 



Xs = x„ r, ^— + 2 ?.„ a?f p-r + ^« ^> TT ~ T:r • (^)' 

Xi Xt Xi CXa 



Nel caso VI si trova tosto che deve essere ).45 = e quindi anche 
).33 = ; cosicché questo caso rientra nel precedente, dove si faccia X„ = 0. 
Nel caso VII si trova: 
per n = 0, X,5 = = 

dove Va è funzione di 0:4, 
per n = = X,5 

^5 = X„a:3ò^-ò^ (Vlir 

per n =|= 0, 

j^r.-A., x., = x„=o. (VII)'" 

Nel caso Vili si trova: 
per n=[=0 

A; = g|-,- ?4s = X44 = o (Viiiy 



per n = 0, X15 = 



X, = ).4. ^3 ò|- - ^ (viiiy 



per w = 0, >43 = a 
dove V3 è funzione di x^ . 
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La ricerca perciò degli spazii G4 che ammettono un Gs è ridotta perciò 
a quella degli spazii che ammettono uno dei G^ trovati (l), (II), (IH), (IV), 

(V/, (Viiy, (VII)", (VII)'", (Viiiy, (Viii/', (vuiy\ 

Nel caso (I) abbiamo trovato, posto 



Ó Xi 



e indicando con w,, v,, nt, vtj W3, vs, n^ delle costanti dipendenti dalle X4,, 

I 

rii^x.-^- (Xsi + ^1 >'34Ì ir, + n, ar4 + y, 



)7f = >Ht X, + (),3 + >«44) .r, + ?.S4 ( Y + h xA + 



^? 



+ ('• >.t + ^3 >«3. + /* X44 + /a /, ).si — hh — V3) 2:4 + Vt — W, -* 

>73 =» (^83 + ?3 ^34) X3 + fls .r4 + 1/3 
>74 « — X3 + >/4 . 

Mutando le notazioni e trascurando in )7i, )7t, >73 le costanti additive ot- 
teniamo : 

>}4 -= a-, + (X3. + /, X84) ^^3 + n, X, ; 

>?t = ^it ir, + (X33 + ).44) ir, + >.34 ( Y + ^ ^>) — ^3 "2 + ''^ ir4 ; 

)?8 — (^38 + ^3 ^4) ìTj + n3 X4 ; 
>74 = W4 — r, . 

Il gruppo (A",, A*f| Xs, A"4) è del tipo citato nella prima pagina del pre- 
sente lavoro; ma, come abbiamo ivi detto, ogni spazio che ammette un G^ 
di questo tipo ammette un 67|, contenente G4, e la cui quinta trasformazione 
infinitesima non è del tipo precedente ; cosicché questi spazii sono inclusi 
senz'altro tra gli spazii dei tipi seguenti; ed è di essi inutile occuparci. 

Passiamo al tipo IL Posto A^ =^ - >?,- ^^ — » abbiamo trovato, indicando 

oon Mi delle costanti e trascurando nelle y?») >?t le costanti additive even- 
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tuali che 

rit = ?3 xl — X, U h — >h oct e^* + n, e'** + h w, e*** + y Wj e^S 

>73 = ÌTj — /a ^i -f Wa ^* ; 
li 

Il gruppo (Ji[,, Xfj Xzì Xi) è del tipo I (*; (perchè ammette un G3 
come gruppo derivato) dove si ponga e = — 1 ; quindi Telemento lineare è 
del tipo già trovato a pag. 78 della mia Mem. cit. Scrìviamo le equazioni 
di KiLLiNG relative ad X^ e ai varii coefficienti dell'elemento lineare. Scri- 
vendo Tequaziono per «j, troviamo p,s = 0. Scrivendo l'equazione relativa 
ad asi abbiamo : 

(irl -l,x, + n, e*^* + -|) (p„ e '^» — hp,, e «^0 + 

+ (^' - y)(^. ^' + ^') + (2 .r. - h){x, ^ + ^) + 2 hx, {X, z + X)- 

— ?s (iTi z -f 2 j:i X + f:) = 0. 
Annullando i coefficienti di rrj, a:,, irj otteniamo: 

n, ;)„ e^* — (n. h Pt% + ^8l>s.ì) ^'^^ + y p.j «~** = 

ossìa 

l>f3 = ?i U Pt% = w, p„ == n, Zs^jt + '3 Jhz = 0. 

Scrivendo l'equazione di Eillino relativa ad a^^ si ha : 

[x]--hx, -f n,e'<^^ + l)(2a:, z + 2 X) + 

+ (a:.-|)(r;z' + 2T.V + f*') = 
donde 



(*) Cfr. pag. 77 della mia Mem. cit. 
Annali di Matematica, Serie III, tomo IX. 8 
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m 

E poiché è p,5=p„ = 0, sarà 2)35=1=0 perchè altrimenti la forma sa- 
rebbe a discriminante nullo; quindi ?i = 0. Essendo 5)33 =|-0 si avrà per la 

P33 ■+ w, pu = 
che 

e quindi 

n.=;=o p.,=;=o 

e per la 

M.p„ = 
si otterrà 

Pit = 0. 

Scrivendo ^equazione di Killtng relativa ad a.i otteniamo: 

2 na p„ ^-*** — 2 Z3 p,3 ^-** = 

che è, per le precedenti, senz'altro soddisfatta. 

Scrivendo l'equazione di Killino relativa ad a,t troviamo 

[or, - -^j ^' 4. (rr, (f + 5) - h (^. X + >•) + 'P (2 ^. - ^.) + 

+ X (2 ^3 a:, — /| ^3 — W3 e*') = 
ossia : 

Ws pu ^ 
ossia, poiché j)ft=*l=0, 

Ma = 0. 

L'equazione di Eilling relativa ad ats si trova senz'altro, por lo equa- 
zioni precedenti, soddisfatta. 

L'equazione di Killing per au si riduce alla ^— « 0. 

L'equazione di Killiiyg per a^ diventa: 

l = 4|)nni~3/3ti,2>„e^* 
ossia 

p„e=-j — ; /3W, = 0. 
L'equazione di Killing per Qti diventa: 

ossia, poiché p„=j=0, n, = 0. 



f 
I 



che ammettono un gruppo continuo di movimenti. 59 



L'equazione dì Killino per a^ si trova perciò soddisfatta. 
Troviamo così che 

d 8^ =- dx\ + -r^ e-'"'^ dx\ + 

4 Wi 

+ jp,i ^~*** dx\—2U Pt9 e~^^' dXidXf — 2kp,t x^ e-^^*dx^d x^ + 
+ 2 re, pu ^-**« dXfdxs + {x] ptt e-^^* — n, ;)„ e^^*) d xl 

che ammette il gruppo generato dalle : 

-^1 ^^ o _ -^t ^^ Q _ -A^s = — 5—- |- a?j 



3 ira dccz d Xl ^ d a^i 

Z, = (arj + ». c««.) ^ + {/, x\ + /, n. e'*.) A + 



(A) 



Studiamo ora il tipo III. Un gruppo di tal tipo contiene come sotto- 
gruppo il gruppo generato dalle X,, Z,, Z3, X^ cosicché potremo porre 
(cfr. pag. 79 della mia Mem. cit.) : 

ds* = dxl + (}dx]'{-2ipe^'dXidXt + ^ e^^^ dxl + 

+ li d xl + 2 xd Xi d X9 + 2 l e^' d Xt d Xz 
dove 

^ = (_ /,2)„ X, + Pit) (f = -2lt fp„ Xa — y Ptt X\ + Pi, j • 

Scriviamo le equazioni di Killing relative alla X^^ ricordando che per 
ipotesi n4-\^0. Scrivendo Tequazione per a^s troviamo 

Pss = 0. (a) 

Scrivendo Tequazione per a^ troviamo 

Pi3 = P.3 2 (P) 

e quindi |),3 =1=0, perchè altrimenti essendo pia =i?t3=|>33 = 0, il nostro 
elemento liueare sarebbe degenere. 
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Scrivendo Tequazìone relativa ad a„ , troviamo 

Pit = Y ^« P«« • (7) 

Scrivendo l'equazione risiati va ad a,i e annullandovi il termine indipen- 
dente da X4 troviamo 

4 /, p,, — n4 /, p„ — 2 w, p,^ — W3 p,^ = 0, (i) 

Operando analogamente per a,» troviamo : 

4/,pi,W| — 2/,/)„n4 — 4/)„n, — 2n3p,3=^ (e) 

ossia, per le (/S), (7): 

4 /, p„ w, — p„ n4 /, n» — 2 p„ n, W4 — n^ n, p„ — W4 n,p„ = 0. (C) 

Sottraendo dalla (() la (c^) moltiplicata per ni troviamo 

n4n3Ptz = 
e, poiché 

W4=l=0, p,3='=0 sarà n3 = 0. ({') 

Scrivendo ^equazione per «34, avremo: 

— 2 6** (— hptz or 4 + p„) /, e- *• + 
■4- 1>23 e*'^** [éj~'*' (— 2 /J 0-4 + w, /,)] + pu «'** (- W3 e-*- *0 « 

donde si ricava : 

— 2 /, p,3 + n, /, p,3 — W3P33 "--- 

ossia per le {fi^j (f) 

p,3 /, n^ = 

e poiché p,3 = = 0, t;4=l=s0 

Scriviamo ora l'equazione di Eilliso relativa ad a, 4 . Avremo : 

- 2 /, Ur T4 - y p„ X\ + p.,)(- 2 h « ") + 

+ «*• (— ^l^tt a-4 +i>i.) «-'*' (— 2 /| ar^ + w, /,) + 
4- e"' (— », e- "'- *•) (— /, p,i a-4 + p„) = n, e- *• 
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donde per le (C), .{yi) si trae 

n, = 

uguaglianza contraria all'ipotesi. Del caso III è perciò inutile occuparci. 

Tratteremo ora del IV caso. L'elemento lineare da cercarsi sarà del tipo 
(§13 della mia Mem. cit.). 

d8^ = dx\'\ pn e^^* d x1 +!>« dxl+ p3idxl-^2 p„ e^* dxidxt + 

+ 2|),3 e^*dXidx9'{'2 p^ dx^dx^ 

dove le pik sono costanti, il cui determinante P non è nullo. 

Scrivendo le equazioni di Killtng per le ùik relative alla Xh troviamo: 

lfPifi'hph = (i— 1, 2, 3) («) 

2 pn Wi +p^t w, + p,t fts = — 2 ) 

2pù Wi + pu n, + Pi, Ma = (i = 2, 3). ) 

Affinchè P sia diverso da zero, sarà per le (a) 

/, = /,« 0. 

Dalle (j3) abbiamo poi indicando con nix il complemento algebrico di pik 
ìli P diviso per P che : 

111 = — TTji nj = — 2 T^it Wa = — 2 TTj, . 

Otteniamo così, aggiungendo alla X una conveniente combinazione li- 
neare delle Xiy Xf^ Xtj X^: 

ds^ ^ dxl-{-pti e*^* d x\ '\' 2 ptt e^' d Xi d Xt +2 p^, ^'dx^dx^-^- \ 

è 

+ ptt dx\-\- 1>33 dxl + 2px,dxtdxt 



Xi = o (t — 1, 2* 3) ; A4 = Xj ,j — 5 — • 



A; = (xl-7rn^-'*03|;--2 7r.,^-^^ ^ 



(B) 



d x% 



— 2 7r,i e-^*-^ 2 a:, r^ . / 

2^» CXi I 

Nel caso (V/ si ha (§ 13 della mia Mem. cit.) che si può scrivere: 
d 8* = d x] + (f d x\ -\r ^ d xl -i 2 Xt ^If d Xt d X3 -{- {xl ^ -\' f) d xl ^C) 
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dorè fj (p sono fanzioni dì x^. Scrivendo le equazioni di Eiluko si trova 

-f +2?X,t=0 

— ^p' + 4 ^ X„ = 
ossia 

dove l,j /t sono costanti. 

Nel caso (VII) si ha (osservando il sottogruppo Jf,, X,, X, Xi (§13 
della Mem. cit.)) che si può porre, indicando con f, ^ delle funzioni di 2*4, 

ds'^dx^ + ifdxl + ^dxl^ e'** [(1 — n')f -]- n'^]dxl+ ) 

-f- 2 n ^ e*» d a:, rf a:, ) 



(D) 



dove (fy ^ sono funzioni di X4 • 

Nel caso (Vii/" avremo senz'altro che 9, ip sono costanti eflFettive. (I>'") 
Nel caso (VII)' abbiamo, usando delle equazioni di Eiluno, 

n = y = — f + 2X^,(// = 

ossia 

n = 0, ? = /., t/. = Z,e«^«** (D'O 

con /|, /a costanti. 

Nel caso (VII)' troviamo, scrivendo le equazioni di Kiluug, 

Portando nella terza di queste il valore di À^ dato dalla seconda , ab- 
biamo poiché i// =]= (altrimenti la D sarebbe una forma degenere) 



'(t) 



!i2_o 



d xa * dxi 
donde, integrando, 

-■- = /* — y» e quindi v', — X,^ li — X^ vS 

dove h è una costante. Integrando di nuovo si ottiene 

V3 = /, tang h (h Ki ^i f cost) 
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e quindi 



cos A» (/s y^n oci -f- cost.) 



y=n = 0; (//— ^^ p (D) 

Se /s = 8i ha 



(1)=X,., v.«5^-^i-p^^ ^«»_(l_Ì_J. (D)' 



bis 



Nel caso YIII avremo che si potrà porre, indicando con <f e \p delle 
fanzioni di x^ , 

+ (n* ^ COB* Xt + <f sen* a:i) (i a?5 . ; 

Nel caso (Vili)' avremo senz'altro, indicando con /i, h delle costanti, 

y = /i = cost. ; (^ = ?, = cost. (E') 

Nel caso i^YIII) ' abbiamo, usando delle formule di Eiluso, 

n - f = ; — ^' + 2 4^ X,, « 
ossia 

dove /(, U sono costanti. 

Nel caso (VITI)'" avremo analogamente: 

n = <p' = ; — t//' + 2 (p na X« = ; ^ v's = >-45 

donde si ricava come nel caso (VII)'" 

n = ; f = /, ; 'P = ^ — -, ; v, = /, tangh (/, X45 ar4 + cost.) (E") 

dove Z|, h sono costanti. 

Del resto dal nostro punto generale di vista i casi (VII) ed (Vili) sono 
identici: da ciò si spiega l'analogia di risultati per essi ottenuti. In fondo 
dunque di spazii a quattro dimensioni che ammettono un G^ abbiamo i soli 
sei tipi A, B, C, (D, D), (D, D"), O, D'"). 

Noi procederemo ora alla ricerca degli spazii S4 che ammettono un G^ 
e distingueremo i due casi che questo Gè sia intransitivo transitivo. 
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Il primo caso si suddistinge in due altri : 
I. Il gruppo Gè, che per i nostri teoremi generali si può immaginare 
già ridotto a un gruppo su tre variabili sole -X,, Xj, X,, è in tale forma 
un gruppo di movimenti di un Ss euclideo. So le ^4 = cost. sono le Fj inva- 
rianti, sarà 

d s« = cf rrj-f 2) ^«* d^idxk (t , i = 1 , 2, 3). 
Il gruppo Gè si può immaginare generato dalle: 



^ d d , ^ d B 



I 



dxz 'dxt ' '"• ^aa:i 'dx^ 
Scrivendo le equazioni di Eillikg troviamo : 

ds'==dxl + <f{dx]']r dxl-^-dxl) (L) 

dove f è soltanto funzione di X4 . 

n. Il gruppo Gs può essere simile a un gruppo di uno spazio a cur- 
vatura costante. E se le r4 = cost. sono le varietà minime invarianti si avrà: 

ds'^dx\+2i(^ihdxidxk (1, ik - 1, 2, 3). 

Il gruppo Gè si può immaginare generato da sei trasformazioni sulle tre 
lettere ^i, x.^^ a?3, che si possono scrivere sotto la forma seguente: 

, ^ d ^ Y __ ^ . IT _ ^ ^ d ^ 

gjTt' Xs ^ OXt 0X3 ^ 

\' 8 I d , 8 ^ 
-.V4 — o r ^t Q~l r ^3 ò 5 

,. _ d , / J-I — ri e^\ , 8 

Scrivendo le formule di Killiko troviamo senz'altro 

a^. = a^^ff e"» ; a,, = ^ ; a., = a., = 03, = 

dove % è funzione di r* , cosicché si avrà: 

rf s' = rf X- 4 f 0/ ari + e»'- rf xj + e''^ rf tJ). (M) 
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Sia invece il G^ transitivo: esso ammetterà come sottogruppo un G^ tran- 
sitivo, cosicché l'elemento lineare dovrà essere di uno dei tipi A, B, C, 
(D, D'), (D, D'), (D, D"). Quando dunque uno spazio dotato di uno di 
questi elementi lineari può ammettere un Gq? Possiamo per questa . ricerca 
procedere in due modi : o studiare, secondo il metodo del prof. Bianchi, i 
casi particolari di questi tipi oppure, seguendo la via da noi tracciata, cer- 
care di prefissar prima la forma di una sesta trasformazione infinitesima, che 
con le precedenti formi un (?« , E si possono anche contemperare insieme i 
due metodi. Noi useremo l'uno e l'altro di questi procedimenti. Studiamo anzi- 
tutto il tipo (A): Sia JY^ una sesta trasformazione infinitesima generatrice di 
un 6r« che contenga il G-^ corrispondente come sottogruppo. Potremo scrivere: 

{Xi Xe) =^ thk Xh (t=l, 2, 3, 4, 5). (1) 

Scriviamo le identità di Iacobi relative alle terne Xiy Xk^ X^ (?, /»; *= 1, 
*2, 3, 4, 5) annullando in ciascuna di esse il coefficiente di Xq . Otterremo : 

Aie = /jj =- /.se =-^ A45 = Aj^ = 0. 

E se è 

-^' ~ ,4 "• dxi 

troviamo, ricordando le (1) per «'= 1, 2, 3 che 
l'ultima delle quali si scrive : 

•— ^--- = — A34 -j- ?»ì5 Xi — Xz ( — Aj4 -j- Ais Xi ) 

Poniamo nella (1) i = 4 e paragoniamo i coefficienti di ^ nei due 
membri. Otterremo: 
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Sostituiamo in questa equazione alle 



d T<4 d T,4 d y.4 






dxi diVt dJC9 
i loro Talori già trovati. Otteniamo: 

-}- 2 X| [— /.34 + /35 Xi -f" Ai4 ^S "~ ^16 ^ì ^s\ 

— {h X, + ar,) (— X,4 + X„ x^ 
+ (^ + x^ (— X„ + X,5 x.) « — X44 + X4, X, . 
Da questa equazione si deduce^ tra l'altro^ 

A|4 "^^ A|5 == A.| = Ajj = /.35 = V. 

Quindi sarà : 

>?4 = \k Xi -f COSt. 

Sottraendo perciò dalla A'^ multipli convenienti delle A'4, A's si può 
dunque fare che rii » 0. Le equazioni precedenti danno allora che sarà 
X<4 — Àé = (t = 1, 2, 3) e quindi (X, , A,, A3, A«) sarebbe un gruppo 
evidentemente intransitivo. Di questo caso è perciò inutile occuparci, perchè 
il suo studio rientra in uno dei casi seguenti. 

Stadieremo ora il caso (B). Sia A^ una trasformazione infinitesima che 
col Gì corrispondente generi un gruppo Ga . 

E poniamo 

(A^- y.) = i ^ik Xh (1 = 1, 2, 3, 4, 5). (2) 

Arni 

Togliendo da Xe multipli convenienti di A,, A^, X^ si può fare 

A|4 = A|| s= A41 = U. 

E CIO, perchè scrivendo le identità di Iacobi relative alle terne (X , A^ , A^i), 
X$f >V#, JT^), (A'4, Xi, A'e) e annullandovi il coefficiente di A'« si ottiene 

A|« = ^4^ == /.5J «= 0» 

Hi ottiene dalle (2), analogamente a quanto sopra, 



gru 
dxt 



— "~ A|4 À Ai5 X{ 



= Xt4 2 X25 tTi 4" Xft )y4 



A34 — 2 A,5 Xi -[" ^'86 T^i 



d %4 . . 

3?| ó ~ «= — A44 — " J A4J Xi • 
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Confrontando la prima e rultima di queste equazioni e scriYendo le con- 
dizioni di integrabilità si ottiene, poiché Xh^O, 

'•45 = '45 ^ ^44 ^ '«JS ^^ ^35 ■==* 0. 

Scrivendo le identità di Iacobi per le varie terne (X,*, Xhj Xé) (/, 4--= 1, 
2, 3, 4, 5) otteniamo 

Ajo = Ai3 = Ai4 = Aoi = ^24 "= ^31 = ^34 ^^ ^42 = Mn = ^<5 = ^51 = 

= A52 = Xjs = A54 = X55 « 
^•35 ^'21 • -" ^26 ^31 = j 

^36 '-22 — Xa8X32=V . (3) 

Am Ao« AoA ''9H = ' 



^36 ^-23 — ^^26 '-33 



cosicché sarà 



(XiX.) = (i-1, 4, 5) 
(X2 -A.5) = X22 -X2 + X23 -X3 + A26 Xe 
(A3 A(j) ^ A32 A2 + A33 A3 -|- Ajo X^ • 

Se Xofl = X36 =« 0, sarà 

e poiché è pure 

sarà 

y}4 » cost. 

Ed esisterà allora una combinazione lineare delle A'4, Ai che con X, 
A't, A's genera un G4 intransitivo; lo studio di questo caso é inutile, perchè 
rientra nei casi seguenti. Sia dunque p. es. 

}.u ='=0. 

Prendendo À22 X^ + X23 A3 + Àoe ^t come sesta trasformazione infinitesima 
del gruppo avremo per le (3) che sarà 

(A,Ac)-0; (A2Ae) = /.-A«; 

(Xg X,) = h Ac ; (A4 Xu) = (A5 Xc) = 

dove kj h sono costanti, e A: è differente da zero. 
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(4) 



RiooHando i valori delle (XiXn) per /■=!, 2, 3, 4 troveremo delle 
<»qnazioni diflVrenziali por i coefficienti della X^] e ne otterremo, integrando, 

dove i',, A-.J, A'3, ^4 sono costanti. 

Esprimiamo ora che (-V, AV.) = 0. 
Ne trarremo : 

d«»nde 

ikn2-{ h n^) k^ -\- 2 n^ l\ = (k ìu + A nj) k^ + n^ ^4 = ì 

> 

i k n» + h Ila) fc.j + tig k^ =^ (Z: ng + /* W3) A-4 + 2 Z^i = 0. ) 

Affinchè* A'i, A\j, A'3, X^ sia transitivo (caso a cui possiamo limitarci) 
dovrà r'Hfftre /.•4 =|= 0, noi potremo fare senz'altro k^^ 1. 

.Sr*ri vendo lo equazioni di Kilunq relative ad «14, «34, «34 troviamo 

Vn ki^O 
P-»i k\ "^ a; 
lh\ ki^ h. 
VoU'Mh /;=!=» 0, sarJi Ari»-=0 e quindi 

Uir^ordiamo ora che 

Wi - = — ^n ; *h ^ — 2 7r|.> ; n3 ==r= — 2 7:,8 
ti rdio, ('.omo MÌ v(ulo (diminando k^ tra la prima Tultima delle (4) 

(A: n^'\' h w»)' --^ 4 ni . 

portando in questa i valori trovati di A, h si ottiene: 

4 k^ {p^^ ny» -f- 7'i:» ^ifj)' 4 ^*i --^ — 4 TTu • 
K |»oi(diJ5 /;ii = 0, Harà 
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e quindi 



f^i^\J—^n = - 



Twil 



Si ha quindi, ricordando le (4\ 



» r 



^It 1 1 



ko , ATs = ~ TTis 



Si osservi che tth H« 0, perchè altrimenti sarebbe iki = e quindi «nche 

Le equazioni di Killihg risultano senz'altro verificate, qualunque deter- 
minazione si dia a \ — tth; quindi un tale elemento lineare ammette per lo 
meno un (?7, perchè insieme alla Xg ammette quella trasformazione infinite- 
sima, che si deduce mutando il segno della V^ — ru. Di questo caso però è 
inutile tener conto, perchè rientra in uno dei casi seguenti, possedendo questo 
G7 come sottogruppo il Gt^{X^^ ttjo A'g + ^tis -3^3 , X^j -^5, -^C^, X^) intran- 
sitivo. 

Studiamo ora il caso (C). Vediamo se esso può ammettere un gruppo G^ 
Scriveremo, per evitare equivoci, (i al posto di h^] cosicché la composizione 
del Gì corrispondente sarà: 

{X^X,) = 2i,Xry {X2X,)^iiX,] {X,X,)^i,X,', {X,X,)r^O 
{X,X,)-'{X,Xs)^{X,X,) = 0) {X,X,)^ ,; 

(X2 Xi) = Xsy {Xs -X4) r= ^2 . 

Sia Xa = 1 m ^— una trasformazione infinitesima che col precedente G5 
generi un Oc. E poniamo al solito 

{Xi X,) - i lik Xk (t - 1, 2, 3, 4, 5). («) 

Scrivendo le identità di Iacobi sì ha: 

^16 =^ ^»2C = ^^36 ^=0. (1) 

E sotlraendo da X^ convenienti multipli di Xo, ^j, X^ si può fare: 

' ^"21 ^'31 ^= ^'2i ^=^ 0. (2) 

Se II =1= sottraendo da X« un multiplo di Xr^ si può fare Xn = 0. 
Quindi potremo anche porre 

fi > Il = 0. (3) 
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Ora se yiì fosse costante, una combinazione lineare di .Y5, X« darebbe 
una trasformazione infinitesima F, in cui i] coefficiente di T4 sarebbe nullo. 
La Y con le Xj, X, X,, X^ genererebbe un gruppo intransitivo. Il nostro 
spazio ammetterebbe perciò un G-, e quindi anche un G^ intransitivo: caso 
che per ora escludiamo. Le identità di Iacobi danno anche 

^15 ~ (^56 — f*) ^25 = (''56 — f^) '-35 =^ ^4G ^25 + ^35 ~ ^4C ^35 — '»25 = 0. 

Per l'osservazione precedente una delle /.25, X35 non sarà nulla e quindi 

Sia ora Xg^ — a == 0. Dalle identità di Jacobi si trae 

{X, X,) = 0. 

E poiché in questo caso X^ ~ — >. , dovranno le yjì essere indipen- 
denti da x^ . Ora è chiaramente : 

)j4 = — X25 ars + X35 ^i + cost. 
Scriviamo le equazioni di Killing relative ad a^ e a^i. 

ufi 

Ne dedurremo, poiché ^ ' = che 

X25 = X35 ^= 

e quindi, contrariamente all'ipotesi, r^^ = cost. 
Supponiamo dunque l^^^ [k =|« 0. 
Le identità di Iacobi danno per le (1), (2), (3) 

/jl = Xi4 = /.i5 = X22 = X33 = X45 = X55 = /32 = X44 = X53 = 

= )52 = X21 = X31 = X23 =^ 
^46 ^84 — ^84 = ^'46 ^'24 "T ^34 = 0. 

Le (a) daranno per le >?,• delle equazioni, che, per mezzo delle ugua- 
glianze precedenti divengono 

«— = >« aft + f* >» «I j g[^ = '•« — 2 — + ^ f* '25 ^2 > 
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ossia 



— ò^ — Xi Ai3 = A34 a;, + (A A35 Xi 

V «if I "v f> ^__ "i »^'| ^~" «^5 I c% * 

— g—- -r ^13 Xs — )78 — /.34 '-■ i- ^ fAi A35 ^2 

o— + Xz A12 = — ^34 ^1 + % (* i^S . 

Scrìvendo le condizioni di integralità otterremo: 



25 



^"^"ir^' ~ ^'^^ '^^ ^^ ^13 ^3 + A21 a?i — a A25 ^3 -T 'u ^ò • 
La prima e Tultima di queste equazioni danno 

^13 I '84 ^^ ^ "^ 0» 

Essendo X25 = è per la ^4^ ^^5 + X35 = anche 

contro il supposto. 

Studiamo ora il caso di un gruppo G^ del tipo (VII)'" e i corrispondenti 
spazi i (D)'". Per vedere quando un tale spazio ammette un G^ useremo le 
notazioni usuali, e vedremo che aggiungendo a X^ una conveniente trasfor- 
mazione infinitesima del gruppo 65 si può fare: 

Ajj =: Asi = Ai3 == 

Scrivendo al solito le identità di Iacobi si ha : 

^l« "= ^86 = ^46 = % — ^24 = \i = A53 = A54 = 
A26 ^12 ^^ ^26 ^14 ^^^ ^26 ^15 "^^ ^26 '-32 ^^ Agg Aj3 = Ajq A34 = ì^ Ag^ = (), 

Sarà quindi, poiché 

^'~7^/ a"^; - ^-^^ + '^* ^* 5 

dr, 
poiché ^ =1= e >;^ si può supporre non costante, come si vede ripetendo un 
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Studiamo ora il caso (VII)" o D" dove al posto di X22 si scriva (x. E 
cominciamo dal caso che fi sia nullo. Questo caso si distingue dal precedente, 
perchè n = e quindi 

d s' = d x] + <f d x] + ip d x;'\' ^ e^*» d xl 

dove f e ;// sono costanti non nulle (perchè lo spazio non è degenere). Molti- 
plicando la .Y4 per una conveniente costante e passando a uno spazio simile 
si può fare <p = l. Moltiplicando poi la Z, per una costante conveniente si 
può anche faro ^ = \. Questo elemento lineare ammette infatti sempre un Go\ 
e coi soliti metodi si trova che: 

V — ^ <^ 



Sia ora a =|= 0, cosicché 

(X2 X5) = fx Xa. 

Sia Xg una sesta trasformazione infinitesima che con le X^^ Xoj .Ya, 

A'^^Y^, generi un Go^ E sia (.Y/ X,) =V>.^ X^(t == 1, 2, 3, 4, 5). Dalle 

identità di Iacobi si ha: Àjg = X^g = X^g = 0. Mutando convenientemente X$ si 
può l'are /n =^ ^31 = Xjg = e le identità di Iacobi danno allora: 

/.I2 ^ X^3 = A44 = A45 = A^Q = A21 "^ ^22 "^ ^23 ^^ ^'24 = ^'51 — ^53 ~ ^54 "^^ 
.^ ^55 — -^ 26 ^^52 '■= (^5G f*-) ^25 ^26 ^55 '^ ^'20 ^41 == ^56 ^41 = 0, 

Poniamo .Yc — 2 tj,- ed esprimiamo che le (A'^JV^) (per i— 1, 3, 4) 

hanno dei valori soddisfacenti alle precedenti equazioni. 
Troveremo X41 = e quindi 

>7i = >72 = ; >73 -= >?3 (a^3 , x^ ; >?4 = J74 {x^. 

Esprimendo che (A'2 Ag) ha il valore che risulta dalle precedenti ugua- 
glianze si trae: 

g^ = fA X25 a^3 + X26 )73 (5) 

g-^ =* — ^25 + ^26 "^4 • (y) 
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fi r /ir 

Calcolando {Xs Xc) e sostituendovi per ~ » x— ^^ i valori qui trovati, si 

t-Vs JL'S 

ha ricordando che X51 = X53 = Xg^ = 

W. "kió ./*3 X55 ^ 

^^ = Ti^ — ;: — r* * ^) 

;/. A^r .y^3 — A56 

Donde, per la y, si trae; 

Per maggior chiarezza osservo che il denominatore di (d) non può essere 
nullo; che, se Xo^ = X^^ = 0, si avrebbe pure /j5 — ^55 — 0; quindi (X^ X^) = 
ed >74 sarebbe costante, mentre noi supponiamo, come è lecito per un'osser- 
vazione precedente, che yi^ non sia costante. Ricordando la (e) e le relazioni 
tra le Iìh dedotte dalle identità di Iacobi avremo che dovrà essere 

/jg = Ajg — ^ «== /gg = ^ 

oppure 

A|. = /55 =. Ay^ = 

oppure 

Aj3 == Ag- =s A5, = l). 

Ma non può essere X25 ;== Xjj^ = perchè altrimenti, contrariamente al- 
l' ipotesi precedente, sarebbe (Xg Xq) = 0. Né può essere X25 — a^ — 0, perchè 
sarebbe r}4 = 0. Quindi dovrà essere 

Sarà per 0) 

Calcolando il valore di (A"bA^) e usando delle precedenti identità si ot- 
tiene in fine: 

_ = a* A„ iTj — J a );8 — A5, . 

Da questa e dalla (/3) si trae (indicando con n^ una costante) 
In >73 lasciando la costante additiva, otteniamo in fine, 



m 
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Si può naturalmente ammettere che X25 = « 0. Dividendo per X25 otteniamo, 
mutando le notazioni, 



.v.=(.f+ ".Hai -«.,-!:■ 



II nostro spazio ammette questo gruppo se 
ossia se 

^ 2f/.n3 ' 

perchè in tal caso le equazioni di Eilling sono senz'altro verificate. 
Passiamo al caso (VII)', (D)' e, cangiando le notazioni, poniamo: 

Le equazioni dedotte dalle identità di Iacobi danno, usando delle solite 
notazioni, 

^IC ^^ ^36 = ^^46 ^^ ^56 ^^ 0« 

Mutando convenientemente X^ si vede che si può fare: 

^11 = ^31 "^ ^13 ^^ ^65 ^== 0. 

Le identità di Iacobi danno allora che sarà : 
(A;.X,) = (/=!, 3, 4); {X,X,) = l,,X, + l^x,', {X, X,) r=. l,, X, 

(^26 — f*) ^62 = 0. 

Posto 



-^6 = 2 Yìi 



d xi 



otteniamo, scrivendo che (A',- A'4) = (1 -= 1 , 3, 4), ~ = 

cc^ 

rìi = >72 ~ ; >73 = >7s (i*?3 , ^4Ì ; >74 ^ >74 (.'^3). 

Ricordando i valori di {X^ Xq\ (A'g a"g) si ottiene : 

^ = >'25 J'S ^'^^^ + ''•2C >73 (« ) 

ìì. " ~ ^' ''''' + ^'' ^^ ^'^^ 



• -,1. 
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(y) 



Osservando il coefficiente di j-;- in quest'ultima formula, otteniamo : 

V3 d r,^ 

E la (a) diventa perciò 



||--»»8^ + ^..e-.-0. (9) 



Sia ora X26 «= fx. 

Ne dedurremo, indicando con «4, m^ delle costanti 

_^i. - d'^^ {- X25 fx 0:3 + n,) 

>74 = -- ^•'*^' — ^25 ^3 ^^""^ + >^25 h »W4 . 

La (/3) diventa : 

m^ = 0. 

Annullando il coefficiente di 7^ — nella (v) otteniamo 

^l'sU' — ^- j = = À52. 
E quindi 

A05 = /52 = 

donde 

8 






Ossia, poiché A'6 non può esser nulla, 

\ "" g;rs 80:4/ 
che coincide con la X^ . 
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Sia ora invece XgeH^fJ^- Avremo indicando con W4, m^ delle costanti, 



dxi 



\ Xt« — [J^ J 






>74 = W4 j e^^» rf iTa + :; — *-^ — ^^' + 

j A26 — [A 

)73 = — -^^ nj e^«»*« + -Ji_?L. ei<*a?3 

Sia X26 = 0. La (/3) e la (7) danno W4 = 0; X52 = — w/iv's; ma, poiché, 
com'è ben chiaro, la derivata di V3 non può essere una costante, sarà anche 

Wt4 = X52 = 0. 

Se invece X2e='=0, le ;/3) e (7) danno: 

'! i «-■ t^, + ». «'"■ ì (' - ^) + '■• »• ^- (} - x^) = '- • 

Donde, poiché /.=:|=a=[=0, si ottiene, ordinando secondo le potenze di 
e*» e ricordando il valore di v^ clie 

?52 = «4 == 0. 

In ambi i casi la A'<, si riduce a meno di un fattore costante alla Xt 
stessa : di questo caso é perciò inutile occuparci. 

Così pure, dal nostro punto di vista, é inutile occuparci dei casi (E) che 
sono identici (a meno di una trasformazione immaginaria) coi casi (D). 

Abbiamo così determinati tutti i possibili elementi lineari che ammettono 
un (jfl. I nostri procedimenti ci dimostrano che per trovare tutti quegli ele- 
menti lineari che ammettono un Gj un G^ basterà vedere quali tra questi 
ultimi ammettono oltre al 6r« corrispondente un gruppo più ampio. 

E cominceremo dapprima studiando quegli elementi lineari che ammet- 
tono un Gg transitivo, senza ammettere un (?« intransitivo, riservandoci a più 
tardi questa ultima ricerca. 

Di cosiffatti elementi lineari esistono i soli due: 

ds^ = dxl'{'dx] + dx' + e'*« d .r? (A) 

ds' =..dx^ + l,dx^ + k e'""^ dx\ + l^ e«^^* d x\ . (B) 

dove /i, liy hj (Ji sono costanti non nulle. Il tipo (B) include (per y^^O) il 
tipo A. Se fx=l=0, moltiplicando 0:3, x^ per costanti opportune e passando a 
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I ■ 



• 



UDO ffMzio fitoifle, potremo scrÌTcre: 

Lo ^udio di questi elementi lineari si compie senz'altro facilmente col 
metodo de] prof. Buscm. Cominciamo dairelemento (A) 

Se 

è la piti generale trasformazione infinitesima che esso ammette, le formolo di 
KiLU50 danno: 



— ss ^^' =^ — =0 - 4- ~^- = ^-^ + ^^ = f 2Ì 

|iL + ,.*.|Ì?_0 e'*, f-'-- + |i* « 0. (3) 

d xt d Xi oxz ' 9^t ^ 

Poiché per le (2j ?''*== , 1' ultima delle (2) e la prima delle (3) 
dftnno : 

J, «a — r, ^ + >73 (^t, a?3 , X4). (5) 

La (2) e le (3) danno quindi 

PcM' ottenere queste formole basta sostituire le (4) e (5) nelle (2) e (3) 

e ricordare che ;,, >?,, yji non contengono Xi. D'altra parte dalle (1) si ot- 
tiene, ricordando che ;, non può contenere Xi , 

l^-xJ/;l-^z,i^.,..U ^^ = (7) 

S. - - r, e '*■ II' + Z, (a;., «„ ar,) (8) 
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r. V» 

^3 = — - ^4 pT- -f- /jz\Xi^ Xfj .T3). (J) 

La prima delle (2) e le (6) dicono, ricordando che per la (7) |i e fun- 
zione lineare di Xty che 

1 1 = a jr, + 6 rra + X4 (rf rr, + é? ^3 + /") + ^ = — ^ 

dove a, 6, r, rf, e, /*, ^ sono costanti. 

Poiché per la (8) I2 è lineare in Xi e indipendente da x^ ne trarremo: 

x^ 

)9, = — (a + ci X4),^ — (/"Xi + i/) ^s + Wi ^4 + H 

dove m, n sono nuove costanti. 

Poiché per le (6) I3 non contiene ne a:,, 0:3 e per la (9) è lineare in ^4, 
avremo : 

I3 =r — Z: 0:4 + / 
dove Z^, / sono costanti. 
Le (1) danno allora: 



/-« y 



d X» 
eguagliando i valori di a — ^ che si deducono dalla prima e dalla terza 

° ° XiO Xt ^ 

di queste formole, si ottiene : 

Si ha dunque 

it = axt + g 

^3 = — - ft ^4 -p t 

I4 = A; a?3 -[■ ' 
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dove t è una nuova costante. Questo elemento lineare ammette dunque pro- 
prio un Gg. 

Studiamo il tipo (C) 

d8^ = dxl + lid x\ + e'** dxl + e»*' /, d xl 

dove /| e una costante non nulla. Le equazioni di Killing per ai,, Gjj, «33, 
^14) ^14) (hi danno : 

0x2 ^ oxa da:t 

Le condizioni di integrabilità danno : 

d x\ .r| ' dx* d Xi d xt li d a'i h djol 

ossia 



r>. *• 



^ 4- e^S' ^--^ = 0. 
dxl d xt 

Queste equazioni per u ci dicono che sarà 

I4 = (a a-3 + ^) ara + e J*» + d, 

dove ((j bj r, rf sono costanti. E quindi si dedurrà dalle equazioni prece- 
denti : 

> — \ — ^'^'^ 

;, = — -, e-'*' (a X3 + e) J4 + m (^. ^« 2-3) 



g-2u-. 



$3 = -IT" (^ »! + *)+ '^a (a^i il^2 2:3). 



• 1 * d ^s 



Poiché ó-^ + $4 = 0, avremo : 

(a X, + ft) ^3 + c a-, + rf + ^-^ = 
donde 

aXi-\- b ., 



>?3 = ~ 



ari — (e r, 4- rf) r, + Z^ (x, , .r,). 
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Le equazioni di Killinq per a,;, ^23, ^31 danno: 

ó r ^ * o — = 

8a-3 ^iTl 

6/3:3 C/«Z?2 

Sostituendo per le |,, |,, $3 i valori precedenti, troviamo, ricordando 
che >7, (x, 0:3)= — w-^ e che quindi si può scrivere 

y}i (ar, Xz r,) = Z, (oj, , Xj) + X, (x, , x^) 

"'-"^ 

le relazioni seguenti : (a), (/3ì, (•/) 

fi 



a .^ a 



^^-«^4- .^^ X3 - COTa + 



67 .ra J r 

Ò JCt \ 



(«) 



donde 



- = ; a = e = ; -r— = 



d X'2 ^ ^ ÓJSz 

ossia Yit = -^2 (.T,) + /., (tj) 



donde deduciamo : 



(:;.r3 b xi ^ ' 

; = U X ^= U 

67 Xi (7 ;t* 3 

- l, l-^r + /. e- 1^ =^ (y) 

67 i/^ó ^ ^i 

donde, indicando con A: una costante, 

e xl Xi 

Ricordando queste relazioni, indicando con //, 2, m, n nuove costanti 

Ammali di Maiemaiica, Serie II f, t>mo IX. II 
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avremo infine: 

^3 = y «"**•— -^xl — dxs-^-n 
;4 = fc ^j 4- rf. 

Le costanti /i, m compaiono solo nella loro combinazione tL h -{- m n. lì 
gruppo ammesso dal nostro spazio è perciò proprio soltanto un 6r«. 

Basterà ora lo studio di quegli S4 che ammettono un G^ intransitivo ; 
<|uesto studio si compie senz'altro, seguendo quasi parola per parola, lo studio 
che ìl prof. Buiìchi fa degli St che ammettono un G3 intransitivo. 

Cominciamo dal tipo (L) che scriveremo, mutando un po' le notazioni : 

ds' = dxi + rHd^f-dxl + dxi) 

dove f è una funzione non nulla di x. . 
Sia 



.^l C Xi 



unA irasformaxione infinitesima ammessa da questo sjiazio. Avremo per le 
t^quadoni di Koxisg 















Z ,' x* 






ex. 



L/^ <if^j^> ;^iN\\NÌìmoiuo st^cuao iì,W t tv>f. Burchi 41I § T deib sua Me- 
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moria dimostra che lo spazio ammetterà nn gruppo più ampio soltanto se 

• - = cost 

? 

ossia se lo spazio è a curvatura costante. 
Veniamo ora al tipo (M) in cui 

rf 5' = rf a:J + y» {x,)\d x\ + e'^^ d x\ + e'^^ d o^] \ . 
Le equazioni di Eilling danno, indicando con 

a xi 
la più generale trasformazione infinitesima ammessa dallo spazio, 



dXi 






f 


d; 


Xi 




d Xi 


s= 





? 


>7i 






8 Vl3 

dxi 







e- 

? 


fJC, 
,2 


d 

d 


Vii 

Xfì 


3x9 
d X3 







?" 


>7i • 


— 


>78 


dr,4 
dxi 






i 
o 


yjt 


— 


yii 


3'/l4 






e- 


tx% 


a 


ra 



d Xi 9* ? Xi 



(1) 



(2) 
(3) 



(4) 



(5) 



(6) 



|2i! + e'-'. 1-^1 = (7) 

0X3 Xt 

1^ + 1^=0 (9) 

dXi c^^ 

dXi 



= 0. (10) 



Lo studio di questo sistema di equazione è analogo a quello che il 
prof. Bianchi fa nel § 10 dolla Memoria citata. Noi lo ripeteremo sommaria- 
mente. Eliminando >?, dalle (1) e (2), nz d«Il^' (3) e (4;, y^ì dalle (5) e (6) 
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troviamo : 



^ Ti ri, ,JV 



d X2 



-r. = ^*'^(?"?-?'')>?.-^'^' 
*' «» 



Osservando che per >?, = troviamo soltanto il (?« iniziale, potremo sup- 
porre >?i=|=0 e quindi 

?" y — ^'* == e (costante) 
indi 

g^ = e-.(c,.-g-j (12) 

_ = e-.(c,.-3-j. (13) 

Le (1), (3), (6) integrate rispetto a x^ danno: 

"' = - '' 'F^ J ^5r(;r) + ^'^'^ "^^ ^^) ^^^^ 

Sostituendo nelle (7), (8) troviamo : 

2 (JL^I ^J^] ( _1^ = 1^ + e'*« ^' 

\9 xt 5 ^3 d xs) J 9* (ari) 8 .Ts ' 2 .r^ 

e Tequazione che se ne deduce mutando ars, ^^ in ir4, ^pi . 
Da cui si trova (cfr. loc. cit ) 

(c — 1) ^- =»= (e — 1 K = 0. 

Per e -^ 1 si ha, indicando con R una costante 

y (ar,) - i? cosh 1^- j 

<uA che si ritorna agli* spazii a curvatura costante. 



A 



I 

i: . . . I 
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Se e =1=1, allora j?, può essere funzione soltanto di or,. 
Le (11), (12), (13) diventano 

3* r,i d VÌI 

e quindi, poiché c-\^\^ 

e = >7i = cost. 

Potremo senz'altro supporre che )7i == 1 ; di più, poiché 

avremo 

j- ss A; (costante). 

Le (U), (15, (16) danno: 

»7. = <pi(a:,, a:,, a;^) (t = 2, 3, 4) 
col che le formule di Eillino diventano : 

dxs dx% 

oxi dx% 



2^3 , 3^ 



+ "y* = 0. 



^ J74 d Xz 



Donde 






i^ a;» d .r 3 

d" — — "• K "i ifc il/j ""^ J \X% , X4 /• 
*L 3 

La condizione di integrabilità di queste ultime due dà: 
donde 
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Si può quindi supporre 9 ^ 1. 

[| resto della discussione si può senz'altro omettere; infatti in tal caso 
il nostro spazio, avendo i coefficienti dell'elemento lineare indipendenti da x, 

ammette la traeform, infinitesima .V- ^ s — e quindi ammette un G- . 

Né puì) ammettere un gruppo piit ampio perclit* se 



.V. 



e ^1 



fosse un'ottava trasforin. infinitesima non appartenente a 0"; ammessa dal 
nostro spazio si potrebbe, per quanto si vide supporre >;, — 1 ; e allora 
-V| — A't insieme alle trasformazioni infinitesime di G., farebbe parte di un 
gruppo a 7 piii parametri intransitivo. Ci6 cbe è impossibile. 

§ 16. Finita cosi la rassegna degli S, , che ammettono un gruppo di 
movimenti, riprenderemo, con le imove cognizioni e ì nuovi metodi appresi, 
a studiare la questione se un Si ehe ammetta un Gf intransitivo non inte- 
grabile ammette, no, un gruppo più ampio di movimenti per valori generici 
dello costanti dì integrazione. 

1 due tipi di G, cosiffatti che noi abbiamo trattato a parte, sono del 
resto dal nostro generale punto di vista da considerarsi come identici. 

Noi potremo perciò senz'altro trattare il caso che le tiasformaz. infini- 
tesime A',, A'., -Vj, -Vj generatrici di G, siano tali che 

( A', .V,) = .V, (.V, X\) = 2 -V, {-V, -V,) = S, 

i .V, a;) ^ fx, X,) = (X, A',) = 0. 

Poiché, come risulta dalla Memoria del prof Biamcui, un S, che am- 
metta un G, non integrabile non ammette in generale anche un G,, h ben 
certo cbe un 5, che ammette il nostro G4 non ammetterà nel caso generale 
una tra.«formazione infinitesima che con X , X. , Xt generi un gruppo intran- 
sitivo. Di più osserviamo cbe se un tale S^ ammette un gruppo più ampio 
del Gt stesso ammetterà un G^, un G„, un G,, un G,„. 

Se esso ammette un G5 questo (?, contenendo G, non sarà integrabile e 
avrà una delle composizioni (21) e (22) del § 15. Anzi poiché una quinta 
trasformazione infinitesima di G5 indipendente da X,, X,, Xi, X, non può 

avere nullo di coefficiente di 5^, i" causa dell'osservazione precedente, il 
gruppo dovrà proprio avere la composizione (22). Avremmo cioè : 

(Xi X,) - [Xi X, = (X. X.) =0 (i = 1, 2, 3) (A', A',) ^ A', ; 
iX.X,)«2X,; (X,X,)=X,. 
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Essendo {Xi Xs) = ed (X, Xi X^ X-,) essendo per l'osservazione prece- 
dente certo transitivo la X^ dovrebbe essere della stessa forma di X4, che noi 
abbiamo determinato al § 11 della Mem. cit. però con valori diiferenti per le 
a, i3, 7. Ed è ora ben chiaro che il sistema di equazioni per le a*, è, e, rf, e^ fde\ 
§13 della mia Mem. cit. non può restare equivalente a sé stesso, quando vi 
si mutino i valori delle 5?, ^, y : ciò che sarebbe necessario affinchè, restando 
generici i valori delle costanti a*, 6, r, e/, e^ f^ a, /3, y il nostro spazio am- 
mettesse un Gs della composizione su riferita. 

Ammetta ora un tale S4 un 0^^ (certamente transitivo) oppure un G:. 

Ammetta p. es. uno dei (?« transitivi del § 15. Se il Gè è del tipo (A) 
esso ha per composizione : 

= (X, X,) = (X3 X3) = (X, X,) = (X.X5) = (X. X.) = 

= (X3 X,) = (X, Xs) = (X. Xe) - (X3 Xr) = (X, Xc), 

(X| X4) -- X3 ; (Xj Ae) = — Xr, ) (X5 Xc) = Xf ; 

(X| X3) = X| ; (X3 Xi) = — X4. 

Il nostro G4 contiene un (73 non integrabile, che (come il G4 stesso) 
deve essere un sottogruppo del Gs precedente. Tutti i successivi gi'uppi de- 
rivati di Gt devono contenere il G3 stesso. E poiché derivando due volte il Ga 
otteniamo il gruppo (X,, X3, X4), questo sarà proprio il G3 in discorso. La 
quarta trasformazione di G4 dovendo essere permutabile con X|, X3, X4 sarà 
del tipo >. X, + i^ -X'5 + V Xa . Ma ciò non é possibile perché allora G4 non 
sarebbe transitivo, essendo X,, X3, X4 trasformazioni infinitesime dipendenti. 

Considerazioni analoghe valgono per il caso (C). 

Vediamo infine il caso che ogni tale S4 ammetta un G7, contenente per 
sottogruppo un. Gè intransitivo. Questo G^ avrà la composizione 

(X.X,)-X, iX.X3)-2X, (X,X3) = X, 

(XfX,) = i = (l, 2, 3, 4, 5, 6) 
(X4Xs) = X4 {X,X.)^-2X, (XsX,) = X 
(X, X4) - (X, X5) = (X, Xe) = (X, X4) = (X, X3) = (X, X«) --= 

= (X, X4) = {Xs X,) = (X3 Xc) = 0. 

Come sopra si vede che il gruppo G^ semplice contenuto in X4 dev'es- 
sere \m sottogruppo di A",, A"?, A'3, A'4, A'^, AV Ora i gruppi semplici di 
questo G« sono equivalenti (Lie, 3'^* B., pag. 203) a uno dei gruppi 

(Al, Aj, A3); (A4, A5, Ac); (A| + A4, Af-f-As, A3 -}- Ac). 



1-' 

■#1 

I • 

l 
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Ma questi tre gruppi lianno tutti delle V^ invarianti, che dovrebbero 
coincidere con le varietà x^ = cost. del § 12, che appunto si definivano come 
le varietà a tre dimensioni lasciate fisse dal gruppo G^ semplice contenuto 
in Ga\ quindi queste varietà dovrebbero ammettere tutto il 6?^ in discorso 
per valori qualsiasi delle costanti di integrazione : ciò che noi sappiamo 
escluso « a priori ». 

Osservazione. Si dovrebbero ancora (cfr. pag. 34) studiare quegli Gì che, 
senza ammettere un G^ intransitivo, ammettono un G4, le cui varietà invarianti 
sono a curvatura costante. Studiamo uno dopo l'altro i varii tipi di Gì sot- 
togruppi del gruppo totale di movimenti di una superficie a curvatura co- 
stante (*). 

I. caso. Sia il Ga generato dalla (X, X, Xg X4) legate da (X X^) = X^ ; 

{X,X,) = Xr, (X3X,) = X,;(XfX4) = 0(t=], 2, 3). Allora (Bianchi loc. 

3 

cit. pag. 70-72) posto ds* = dxlA-^ aiK d Xi d Xk avremo : 

1 

ds^ ^ dxl'\' cfdxi + [(f sen* ce, + n* (// cos* Xi] rf a^| + ) 

+ 2 n (J/ cos Xidxtd x^ -^-^dxl ) 

dove y, ^ sono funzioni di Xì] le 0:4 = cost. sono a curvatura costante sol- 
tanto se <5p =-^ n- (// ; ma in questo caso lo spazio (1) ammette proprio un (/« 
intransitivo. 

IL caso, il G4 generato dalle (X| X, .Y3 A'4) ha la composizione 

(X.XO-0 (X,X3) = X (X.X3)=Xr, (X.X4) = X,; ) 

(X,X4) = -X.; (X3X4) = 0. i ^^^ 

3 
Siano le Xi = cost. le varietà invarianti e sia rf 5' == ^ aikdxi dxk-^-dx^^. 

Dalla composizione del sottogruppo (X,, X,, X3) che si può immaginare 
transitivo nelle varietà X4 si trae (Bianchi, loc. cit., pag. 49) che una delle 
Xì == cost. si potrà supporre abbia l'elemento lineare 

d8' = dx\ + e-'^^idxì-]- dxl). 
La X4 deve essere un movimento per questa e deve soddisfare alle (2). 



(♦) Cfr. LiE, Bd. Ulte». 
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Potremo dunque supporre: 

8 ars 8 ir« 

e l'elemento lineare cercato sarà 

d8^±=dxl-ì-(fdxl + ^e -'*» {dxl-i-d xl) (3) 

dove 9, ^ sono funzioni di 0:4 • Se esiste un gruppo 6^ contenente detto Gì 
che possa essere un movimento per lo spazio (3) si riconosce coi soliti me- 
todi che la sua quinta trasformazione X» (che per ipotesi non può lasciar 

fisse le Xi = cost.) si può immaginare del tipo X5 = a ^ [- ^ — (a = cosi) 

Xi Xé 

^ f- >i {^4)^ — * Nel primo caso è 9 = cost. ; 

,^ = g««*4. Q mutando i parametri .r,, x^ in loro combinazioni lineari si trova 
il tipo già noto ds* 7=^dx] + kda^ì'\- e-*^' {dxì + d xl) (k = cost.). Nell'ultimo 
caso si ha dalle formule di Killinq (//' — 2 Xì t// = y' + 2 X, 9) = 0. 

II gruppo G4 generato da Xi, A',, X», X5 ha per varietà minime inva- 
rianti le varietà j Xj d a;^ — Xi = cost. che chiaramente per la (//' — 2 Xi ip = 

sono euclidee; rientriamo così nell'ultimo caso che ora tratteremo che il no- 
stro spazio amm(;tta un Gi^ le cui varietà minime invarianti sono euclidee. 
Ili caso. Sia G4 generato dalle Xi, X,, X3, X4 e ammetta delle va- 
rietà euclidee X4 ~ cost. come varietà invarianti ; potremo porre : 

Xd ^- d ^ d ^ d d 

I = "5 — 1 Aj = 5-— : As = -5 — : A4 = Xz -o ^» ò — * 

3 a?2 ' d Xh^ xr dxz d xz 

Le formule di Eillikg ci danno : 

ds' ^dxl-^-tfdxl + ^idxl + dxt) (4) 

dove 9, ^ sono funzioni di Xi. Una trasformazione X5 che non lasci fisse le 
X4 = cost., e che con le precedenti generi un gruppo che si possa considerare 
gruppo di movimenti per uno spazio (4) è, come tosto si vede di uno dei due tipi : 

a meno di una combinazione lineare delle X|, Xt, Xs, X4. 
Armali di Matematica, Seria III, tomo IX. 
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Nel secondo caso è per le formule di Killing (// = C08t.; di più le va- 
rietà tr, = cost.; a:3 = cost. ammettono pure la X5 e sono perciò a curvatura 
costante. Mutando i parametri .Tj, Xì si ha quindi: 

ds'^dxl + dxl + da^é + e-'^^dxl 
oppure 

ds* = dxil-\-dxl'\-dxl'\- cos* x^ d xf 
oppure 

ds^ = dxl'\'dxl'\'dxl'{-dx\ 

casi che tutti rientrano in tipi già noti. Nel primo caso si trova dalle formule 
di Killing 9 = c„ e-'^*s ^p = c„ 6"*^** (e,, = cost. ; c„ = cost.). Se j3 = y = 
lo spazio è euclideo, se j3 = oppure se y = 0, abbiamo ancora tipi già stu- 

diati ; potremo dunque supporre /3 =1= 0, y =•= 0. Sia, se possibile, Xc = 2 |; -^— 
una trasformazione che con le precedenti generi un gruppo di movimenti 
per (4); per le formule di Killing sarà ^ = 0; di più 14=]= cost. perchè al- 
trimenti Xfl — Il Xs lascerebbe fisse le X4 = cost. ; caso che per noi è escluso, 
perchè altrimenti l'elemento (4) ammetterebbe tutto un Gc intransitivo. Posto 

(X,- X«) = 21 ^ik ^h 

k 

si ha dalle formule di composizione e dalle i3=|=0, 7='=0 che Xte==XM"=?»M =0; 
e quindi I4 = X» a:, + X,b a:, + ^w ^3 + ^7 dove d è una costante che, scri- 
vendo X« al posto di Xe — dIXs, si può supporre nulla. Dalle 

{XiX.)='^liHXk (i=l, 2, 4) 

si trae tosto che It) 1% sono soltanto funzioni di Xt^ Xz ^ quindi per le for- 
mule di Killing relative ad at4, a^ che I4 non dipende da x^^ x^ ossia che 
X,j = x,5 = 0. Scrivendo la (X3 X«) = 2 ^-s* Xh si trova tosto che Xjs y = e 

poiché 7=1=0 s® ^® *^^® X35 = 0; sarebbe quindi ^4 = 0, ciò, che come ab- 
biamo già osservato, è contrario alla nostra ipotesi. 

È così esaurita completamente la nostra discussione. 
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LUIGI CREMONA 



(n. Pavia 7-s.ii-18:}0 - 



I. Roma lO-vi-1903). 



\Jtin animo commosso e profondamente addolorato compio il mesto ufficio 
di annunciare ai lettori degli Annali la morte del prof. Lui^i Cremona, 
avvenuta in Roma il IO giugno del corrente anno. 

Un male insidioso ne aveva per molti e molti mesi minato la vita pre- 
ziosa, procurando a Lui sofferenze atroci sopportate con stoico coraggio, alla 
famiglia e agli amici ansiose preoccupazioni, ch'egli cercava di dissipare ac- 
cudendo ai vari suoi uffici con la consueta attività, appena le forze glielo 
consentivano; sicché anche per la moglie affezionata, che pur da tanto tempo 
lo assisteva con assidue amorose cure, la crisi temuta giunse quasi improv- 
visa; e quando i figli assenti, chiamati d'urgenza, accorsero a Roma, eb- 
bero bensì il conforto di trovare il padre ancora vivente, ma per lunghe e 
lunghe ore subirono lo strazio di vederlo agonizzare eenza mai riudirne la 
cara voce. 

Insegnante limpido ed elegante, scienziato dotto e geniale, Liui^i Cre- 
mona venuto meritamente in gran fama appartenne a tutte le principali 
Accademie e Istituti scientiiìci italiani ed esteri; e col Baiosciu, di cui fu 
l'allievo prediletto, e insieme a Betti, Ggnocchi, Bei,tk4mi, Casokati ed altri 
egli contribuì fortemente al risveglio e al rinnovamento degli studi matema- 
tici in Italia : onde il cordoglio universale per la perdita di un tanto mae- 
stro e in particolare la riconoscenza imperitura degli studiosi italiani per Chi 
ne ha portato sì alto la scienza matematica, da rendere la nostra non ultima 
fra le nazioni colte che contribuiscono al progresso del sapere. 

Collaboratore dei vecchi Annali dì Maletnalica già editi in Roma dal 
ToRTOLiNi, condirettore fino dal 1867 dei miovi' Annali di Matematica (in 
quell'anno appunto, e da allora in poi, per iniziativa del Bbioschi pubblicati 



ili Milano) Ltuigi Cremona lascia nella Direzione di questo periodico un 
y;rnii vuoto e un senso di viva gratitudine e di amaro rimpianto. 

Della sua operosità scientifica e didattica, svoItaBÌ nel lungo periodo che 
corre dal 1857 fino ad oggi, del singolare suo intuito geometrico, del pode- 
roso suo ingegno, della vasta sua coltura, Egli ha lasciato documenti pre- 
ziosi, eia nelle numerose e importanti sue Memorie, inserite in questi Atinali 
sparse in molti periodici scientifici ed atti accademici, sia in opere didat- 
tiche pubblicate a parte fi che, apprezzate anche all'estero, furono tosto tra- 
dotte in lingue diverse. 

Nell'impossibilità di dare ora un'idea anche sommaria di tanti lavori — 
sicuro di farmi interprete di tutti i cultori delle scienze matematiche — esprimo 
qui il voto che essi ordinati e raccolti vengano pubblicati tutti insieme, Una 
tale pubblicazione porrà in rilievo quale azione abbia direttamente o indiret- 
tamente esercitato Ìl Cremona sul progresso della Matematica e specinl- 
menle della Geometria nell'ultimo quarantennio, e costituirà il migliore mo- 
numento alla cara e venerata Sua memoria. 

GIUSEPPE JUNG. 



Milano, l." agosto I90:i. 
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Su una classe di equazioni 

a radici reali. 



(Di Onorato Niccolbtti, a Pisa.) 



L 



J 



equazione cubica per la ricerca degli assi di una superficie del 2.° or- 
dine ha, come è noto, tutte le radici reali. Una delle più semplici dimostra- 
zioni di questo teorema è fondata sull'ortogonalità di due direzioni principali, 
corrispondenti a radici diverse dell'equazione stessa. Questa proprietà, con- 
venientemente estesa, vale in altri casi e conduce ad una classe di equazioni 
e di sistemi di equazioni, a radici reali, di cui l'equazione ricordata è caso 
pitrticolarissimo. Queste equazioni sono note soltanto in parte, ed anche per 
queste note, dalla proprietà ricordata insieme con alcuni semplici teoremi 
della teoria dei determinanti, seguono in guisa affatto, elementare e pura- 
mente algebrica le loro principali proprietà. 

Allo studio di tali equazioni, secondo il metodo ora accennato, è dedi- 
cato il presente lavoro: gli enunciati dei teoremi relativi furono già comu- 
nicati alla R. Accademia dei Lincei nell'agosto del presente anno, in una 
Nota dallo stesso titolo del presente lavoro. 



I. 



1. Una forma bilineare in 2n variabili XiXi..,Xnj yil/f'^yn 

n 

1 

8i dice di Hermite e di ^ , specie quando per tutti i valori degli in- 

Annali di Matematica, Serie HI, tomo IX. l^ 
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dici a e y, i coejfficienti a^v, ± ct^fi son numeri complessi coniugati, quando 

cioè (indicando con a il numero complesso coniugato di a) si ha, per tutti 
i valori degli indici ^i e y: 

a/*v=±av^, (/x, i/= 1, 2,... n). (2) 

Una forma di Hermite di prima specie si muta in una di seconda, e 
inversamente, quando si moltiplichi per un immaginario puro: se alle varia- 
bili Tjui, 1/fji si danno valori complessi coniugati assume un valore reale o pu- 
ramente immaginario, secondochè essa è di prima o di seconda specie. La 
forma stessa (a meno del moltiplicatore ?, ove sia di seconda specie) di- 
venta allora una particolare forma quadratica a coejfficienti reali in 2 n va- 
riabili reali. E per le forme di Hermite valgono appunto teoremi e proprietà 
aflfatto simili a quelli delle forme quadratiche reali. Ricordiamone i più im- 
portanti : 

a) Una forma di Hermite di prima specie (di quelle di seconda è evi- 
dentemente inutile dire) dicesi riduttibile od irriduttibile^ secondochè è o no 
possibile, mediante una sostituzione lineare omogenea sulle x, . . . a:n , e la 
complessa coniugata sulle t/i . . . y« , trasformarla in un'altra forma ancora «di 
Hermite e di prima specie con un numero minore di variabili. Perchè una 
forma di Hermite sia riducibile è necessario e sufficiente che il suo discri- 
minante : 

I aa I c= 2 ± «u a,2 . . .ann (3) 

sia nullo; e, dettane r la caratteristica, la forma stessa può ridursi ad una 
forma di Hermite in 2 r variabili, irriducibile in queste variabili (*). 

h) Una forma di Hermite di prima specie si dice definita^ quando essa 
non si annulla mai per valori complessi coniugati, non tutti nullij delle va- 
riabili a:^, i/fi] per questi valori essa assume tutti valori reali di uno stesso 
segno ; e secondochè questo segno è positivo o negativo, la forma stessa si 
dice positiva o negativa; una forma di Hermite è invece iìidefinita^ quando, 
per valori complessi coniugati delle variabili, essa può assumere anche valori 
di segno contrario; dicesi infine semidefinita quando essa può annullai^si per 
valori complessi coniugati (non tutti nulli) delle variabili, ma i suoi valori 



(♦) Cf. Ricci, Algebra^ pag. 131 e seg. — Christoffel, Giornale di Creile, Wo\. 63; 
pag. 255; Loewy, ibid. Voi. 120, pag. 5:3-72. 
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reali, non nulli, hanno tutti il medesimo segno, positivo o negativo, secon* 
dochè la forma è 'positiva o negativa (*). 

2. a) Diremo che una forma di Hermite di prima specie è parzial- 
mente definita rispetto alle variabili a:, a:, . . . Tm (ed alle coniugate) quando 
il suo annullarsi (per valori complessi coniugati delle variabili x^, y^) porti 
di necessità V annullarsi delle variabili a;,, Xj,... Xm- 

È subito visto che una forma definita lo è anche parzialmente rispetto 
a qualsiasi gruppo delle variabili x^Xf.. .Xm] una indefinita non può esserlo 
rispetto a nessuna tra esse; basterà dunque considerare il caso di una forma 
semidefinita. 

Il suo discriminante | Oik \ è allora uguale allo zero ; e, dettane r la ca- 
ratteristica, è possibile con una trasformaz'one lineare sulle x (e la coniugata 
sulle y) : 



n 



Xfj, 2éP ^t^P '^ P V^/ 

1 

trasformarla in una forma J5, irriducibile e definita in r variabili x\^ x',,... 
x'r (e nelle y',, y'»,... t/V); è perciò necessario e sufl&ciente che nella (4) i 
coefficienti r^.,, pei quali è />>r, soddisfino alle n equazioni lineari: 



n 



^f,a^^Cf,p -=0 (i/ = 1, 2,... n; p =r + 1,... n) (5) 

e (dovendo essere il determinante delle e diverso da zero) costituiscano un 
sistema fondamentale di soluzioni delle equazioni stesse : gli altri coefficienti 
^/*p, per p^r, sono invece affatto arbitrari, colla sola condizione che il mo- 
dulo |r^v| della trasformazione lineare sia diverso da zero (**). L'annullarsi 
della forma i4, e quindi della equivalente 5, porta allora che sian nulle le 
x',, x'j,... x'r] cioè, per le (4), perchè la A si annulli, è necessario e suf- 
ficiente si abbia : 



n 



Xn — 2éP ^/^P ^ PJ (^ ) 

ed in queste relazioni le x'^ (p = r -|- 1 ,. . • »0 possono riguardarsi come n — r 
parametri arbitrari. Perchè dunque la A sia parzialmente definita rispetto 



(*) Daremo più oltre i criteri per riconoscere so una forma di Hkrmite di prima 
specie ò definita, indefinita o semidefìnita. 
(**) Gt liiccij Alfjebra, pag. 131 e se^^. 
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alle re,, :r,,... rr^, dalle (6) deve seguire sempre a:, ^= a:, = • • • =arm = ; 
cioè nella sostituzione (5) deve essere : 

Ci^ = Ctp = • • • = Cmp '=0 ( ^ ^ r + 1 , r -|- 2 . . . n). 

Le equazioni (5) sono adunque tali che per qualunque loro soluzione 
r», Ciy... Cnj si ha Cj^c, :=•• ^c„i=0\ e quindi la matrice che si ot- 
tiene dal discriminante (3) sopprimendovi le prime r righe, deve aver la ca- 
ratteristica r — m (*). E poiché il ragionamento si può invertire, ne segue; 

Perchè una forma di ITermite di prima specie: 

sia definita parzialmente rispetto alle ar», ajj,... Xmy è necessario e sufficiente 
che essa sia non indefinita e che la caratteristica del suo discri^ninante di^ 
minuisca di m unità sopprimendovi le prime m righe (o colonne). 

b) Siano A -^ lihaikOi^iyhy B = likbikXiyk due forme di Hermite (di 
1*^ specie) riducibili (**); ed i loro discriminanti abbian le caratteristiche r 
ed s, e sia ad es, : r^s. 



(*) Si osservi infatti il teorema: 

Condizione necessaria e sufficiente percJiè in ogni soluzione (a?i 3*2 • • • "^« ) ^^^l sistema 
di m eqKazioni linean omogenee in n incognite: 



n 



Ui(x) — :ikaikOcic — (t=l,2,... w) (a) 

1 

si abbia ar^ = a?^ = . . . = a:/ == 0, è che la caraitenstica della matrice del sistema dimi'- 
nuisca di l unità, sopprimendovi le pnme l colonne. 

Perchè infatti in ogni soluzione delle (a) si abbia a^i — a'g = . . . = a?/ = 0, ò neces- 
sario e sufficiente che le equazioni : 

OTi^O, 0:2 = 0,... XI =-0 (p) 

siano una conseguenza delle (a), e quindi che, aggiungendo alla matrice delle (a) le / righe 
dei coefficienti delle (p), la sua caratteristica rimanga immutata. Ma nelle ultime / righe 
della nuova matrice vi è un minore di ordine l (ed uno solo) diverso da zero, quello 
formato dalle prime l colonne; quindi la matrice 

\\af,y\\ {jx = l, 2,... m, V = /+!,... n) (v) 

che si ottiene, sopprimoido dalla matrice delle (a) le prime / colonne, deve avere una 
caratteristica non superiore ad r — l, 0, poiché d'altra parte la matrice delle («) ha la ca- 
ratteristica r, uguale ad r — l. Inversamente, se questo accade, sia la matrice delle (oc), 
sia quella delle (a) e (P) insieme han la caratteristica r, donde segue la verità della no- 
stra asserzione. 

(**) Ove le due forme non siano ambedue riducibili, la questione non ha luogo a farsi. 
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Proponiamoci di vedere quando sarà possibile con una stessa sostitu- 
zione lineare trasformarle simultaneamente in due altre forme in r variabili 
soltanto. È perciò necessario e sufficiente che la matrice di n righe e 2 n co- 
lonne che si ha riunendo i due discriminanti \ aik \ , ] bik \ abbia ancora la 
caratteristica r. Che sia necessario, si vede immediatamente supponendo le 
due forme già ridotte a contenere soltanto r variabili ed osservando che la 
caratteristica della relativa matrice non cambia per sostituzioni lineari (non 
degeneri) sulle variabili; per dimostrare che è sufficiente, osserviamo che 
quando questo accada, le n equazioni lineari omogenee nelle c^^ 

n 

^bf,^Cf,p = (v = l, 2,... n; p = r + 1,... n) (7) 

1 

sono una conseguenza delle (5), e quindi il sistema delle (5) e (7) ammette 
ancora n — r soluzioni fondamentali. 

3. Insieme colla forma A è utile considerare le forme associate (*). 
Nel discriminante della A sia ai^...ip^kr-'hp il minore di ordine p formato 
colle righe t , , /,,... ip , colle colonne kt. . .kp (con /| < «t < • • * < ip » 
^1 < /^j < • • < kp). Indichiamo ancora con ar,„j- ipjyin-*hp due serie di 

i^\ variabili, corrispondenti alle I j combinazioni della classe p dei numeri 

1, 2,... n. La forma bilineare : 

i4^^)= ^^^^ (^ir'*ip\hr*-hpXi^..ipykr'-hp (8) 

(»t...»rt) 

(dove la somma è estesa a tutte le coppie di combinazioni, uguali o distinte, 
della classe p dei numeri 1, 2,... n) si dirà associata della A di rango p-^ 
essa è covariante alla yl, quando, operando sulle x (o sulle y) una qualunque 
sostituzione lineare, sulle 3Pù'*>ip{yhr'>hp) si eseguisca la sostituzione lineare 
associata (*). 

Relazioni molto semplici legano la forma A alle sue associate. 
a) La forma A si dice di classe r, quando il suo discriminante abbia 
la caratteristica r; tutte le associate A^p\ per le quali è p>r, sono allora 

identicamente nulle; le altre A^p\ per cui p=^r, hanno la classe 1 j . In 

(*) Cf. NiccoLETTi, Sffile maina associate ad una matrice data, (Atti dell'Accademia 
di Torino, 15.0190::^) 



>« X '•'*>* ' • "^ 'itili 'iiO^ di efimazioni 



jarhcoiar^^ Jk A" isl ,± itas^e anu: è luiniXi «ieeomponibile nel prodotto di 
iae ''^rn'^ inear:. l'ina ^oile r._. . /jitra §aile jf*4...jk^. 

Metiianit^ ^ 4MHimz: or.> ineari ?iille Tariabilì è possibile, ed in infiniti 
TiG^ii. 'riiurre a "riniia J: iila ifma !ifir!infe 



e tìisuc'ace .1 ** >t rtimpDno. ^«: .e siisàrti2Ì!i^iLÌ associate, alla forma normale : 






»<j5^n:iì :i <:aima r"?;t^i -ulr ^jnnnoaizioiiì j\ . . . i. della classe j& dei nu- 

• ^ d i r" irr^ x^r*ii;i il ffi^^-y» dì prima (seconda) specie, tutte 

.i:§^'vr aoì * ^«o uicùe esse inne ir HiBMm (di prima specie per p 

:';irr» il ><ojmÌA ^*r ^ is*rt : ^ la ^jrma A di prima specie è inoltre de- 

ittita. :a;S ^ Ito utc^ì** ra:itt le iss^ciare. e ri;te pcsiiÌTe quando la A sia de- 

itiui -o^itì^ i . M:t::xKi n^^>ì ,a .4 <;a iefinita cegatiTa, le A^^ sono posi- 

>v Vi: ^ ra. \ loc^::^^ er , iis;*dr!. ecc. *;. 



II 



«V ; ^. '. *-.f > -^^ r* - 5.,?».r.y, 'u, » = 1 , 2,... n) (1) 
<l>io ivMmo :> v.\$ s„ o Vi: Abi . -' ..r,. y.-.-y»; e si consideri l'equa- 

:\*> ..-.. -..K v>. .». » -^1, 2,... ») (2) 

•11" .1 (vliiono aimv.r.Auòv^ il a-scriminsr.ie della foma generica A del fascio 
'l'i'Tiumuto aallo auo ÙMtv.o .1 Kv** I ix->effioienti di questa equazione 
-^'•iio «li ii\vmiìu\ti sìinultHiui vìel.e due torme; le sue radici sono quindi in- 

I*) Tuli.. ,|ii,Mt.> i.ivi»n>M:\ Ni \.-■•;•.^\:^^ subito nelle forme normali della {!•), (8*) 
'l'-ll i ,1 1' lidio .nciid't.it»' 

<**) NiiIciimIiii.'iiIc Mi|>|.,>mam.> v-i..> il aotenuinanto 7' («) non sia identicamente nullo. 
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varianti assoluti e perciò rirrìangono inalterate per sostituzioni lineari arbi- 
trarie sulle X e sulle y. Detta inoltre «w^ una qualunque radice della (2), essa 
rende il determinante D(w) di caratteristica minore di n; se quindi si con- 
sidera il sistema di equazioni lineari omogenee : 



n 



{ Xr) ^ {a^. - 6)r h^,) x<;' = 0, (v = 1 , 2 , . . . n) (3 ) 

si potrà soddisfare ad esso con n quantità x[*'\ x^^\,.. xl!'\ non tutte uguali 
allo zero. 

Affatto analogamente, se ancora w, è una radice della (2), al sistema 
di n equazioni lineari omogenee : 

i Ys) V^ (a^v - 0), /vv) yl'^ = 0, (fx - 1 , 2 , . . . n) (4) 

si può soddisfare con n quantità y['\ yl*\-'« y»*^ pure non tutte nulle. 
Le equazioni (3) e (4) possono scriversi anche : 



Il n 



iv a^v ylf ^ = w, ^Iv ^/xv .vl"^ ; 

1 I 

moltiplichiamo allora la prima [)er j/^/> e sommiamo rispetto a v da 1 ad n, 
moltiplichiamo la seconda per x!"^ e sommiamo rispetto a ja da 1 ad n; sot- 
traendo i risultati, otteniamo : 

(t^v ~ w,) Ì^.v ftuv <^ ylf> - 0. 
1 

S^ dunque w^, wj sono c?w^ radici diverse della equazione (2), si ha la 
relazione fondamentale : 

B(xW, yW) = i^. i/., <) y w _ 0. (5) 

1 

5. Siano le ^ e J5 due forme di Hermite di prima specie (ove fos- 
sero tutte due di seconda specie, basterà moltiplicarle per /, il che non al- 
tera l'equazione (2)); l'equazione (2) ha allora i coefficienti reali; suppo- 
nendosi infatti w reale e cambiando i in — f, nel determinante 2)(w) le righe 
si permutano colle colonne ; le radici complesse di essa equazione, ove esi- 
stano, son quindi a coppia coniugate. Siano allora, se è possibile, Ui ed g), 
due taH radici, complesse coniugate della (2) (sarà perciò anche wi =|= w,) ; 
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poniamo nelle (3) e (4) rispettivamente r — 1 , s = 2. Avremo i due si- 
stemi : 

n 
(Xi) ^.a («av — W, èav) X]^^ - 0, i 

: ■ ««) 

1 

cambiando in queste equazioni / in — /, esse diventano rispettivamente : 



H 



1 (6) 

1 

Le relazioni (6) e (6) dimostrano che, indicando con x^^\ y^*^ due qua- 
lunque sistemi di soluzioni delle equazioni (3) e (4) (fattori r = 5 =^ 1), si può 
soddisfare alle equazioni analoghe, per r = 5 =. 2, prendendo x\?\ y^p rispet- 
tivamente complesse coniugate di y^^\ xlP. La relazione fondamentale (5), fat- 
tovi allora r = 1, « = 2 diventa : 

B (x(»), a:<0) = 2/,, b^, xj^ xt»> - 0. (7) 

1 

Supponiamo ora che la B contenga le sole variabili x^x^. . , Xm (e le 
coniugate) e sia definita in queste variabili. La (7) dimostra allora che deve 
essere : 

per qualunque soluzione delle equazioni {X^). Ne segue (*) che, ove la ra- 
dice complessa o)| renda il determinante D (o)) di caratteristica r < Uj essa 
deve render di caratteristica r — m la matrice formata dalle ultime n — m 
righe (0 colonne) del determinante stesso. Ora questo è impossibile nelle no- 
stre ipotesi ; la matrice delle ultime n — ni righe di D (oj) è infatti indipen- 
dente da 0) e, poiché il determinante stesso non è identicamente nullo, ha la 
caratteristica n — m ; nelle ipotesi fatte non può dunque l'equazione (2) avere 
radici complesse. D'altra parte, se la forma B non è indefinita, essa può 
sempre ridursi con una sostituzione lineare ad una forma di Hermite definita 
nelle variabili che essa contiene, uè per una tale trasformazione cambian le 
radici della equazione (2). Ne segue il teorema fondamentale : 

(*) Of. la noti\ (*) a pajj. 4. 
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ì. Se A e B sono due forme di Hermite di prima specie^ di cui una, 
ad es.: la B non sia indefinita (uè identicamente nulla), V equazione (non 
iden tìca) in w : 

|<7^v — o)6^v| = (^, v = l, 2,... n) (2) 

ha tutte le radici reali (*). 

6. Nelle stesse ipotesi si ha ancora il teorema : 

IL Una radice della equazione (2), multipla di ordine p^ rende il de- 
terminante del primo membro di caratteristica n — p ed inversamente. 

Possiamo evidentemente supporre anche qui che la B dipenda soltanto 
dalle variabili a:, . . . a?m (e dalle coniugate) e sia definita rispetto a queste ; 
una sostituzione lineare, non degenere, sulle variabili non muta infatti la ca- 
ratteristica del determinante D(w). Indichiamo allora con rfù...,v,^i.-jk, il nii- 
nore di D (&)) formato colle righe ?, . . . ?, , colle colonne Ai ... Z^, ; con 
Ai-f,jiki—ferf l'aggiunto. Avremo : 



( 



dove il simbolo J^ «•••"») sta ad indicare che la somma è estesa a tutte le 

combinazioni {it . . . i») (i, . . . ^,) della classe s dei numeri 1 , 2,;. . wn e di 

qui segue manifestamente che, ove w renda il determinante 2)(o:) di carat- 
teristica n — p, essa è radice multipla della (2) di un ordine uguale o mag- 
giore di p, e per contrario, che una radice multipla di ordine p della (2) 
non può rendere il primo membro di una caratteristica minore di n t- p. Per 
dimostrare che la caratteristica di D(w) è proprio uguale ad n — p osser- 
viamo che il teorema è vero per p=l; una radice semplice della (2) an- 
nulla infatti 2)(w) e quindi, per ciò che precede, lo rende di caratteristica 
n — 1 ; potremo perciò procedere per induzione ed ammesso il teorema per 
le radici multiple fino all'ordine p, lo dimostreremo per le radici multiple 
dell'ordine p+ 1. Sia dunque w una tale radice; poiché essa è anche radice 
multipla dell'ordine p, la caratteristica del determinante (2) sarà uguale o 
minore di n — />; quindi, se consideriamo la forma l)ilineare associata di 



{*) Gf. GuxDELFiNDKR, Anolf/lische Geometrie des Raumes von Otto IIesse. — III*® Au- 
flage, 1870, Supp. IV-S. 515). 

Annali di Matematica, Sorie III, tomo IX. 14 
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rango n — p della forma ^ — w B, cioè la forma bilineare nelle 1 *j varia- 
bili -Y,j,.,/p j Yki***hp ' 

questa, ove non sia identicamente nulla, si decompone (n.° 3, a) nel prodotto 
di due forme lineari ; si ha cioè : 

e quindi : 

Osserviamo ora che due minori coniugati del determinante D (w) 

■Dtr"ip,hr'*kp (w), Dki'»»hp;ir»*,'p (w) 

hanno, per o) reale, valori complessi coniugati; le due forme lineari supe- 
riori sono quindi, a meno del segno, complesse coniugate {*) ; si ha cioè : 

qi{**»{p **** ^ Pii*»ip 
ed anche 

Dii'..ip-hr'*kp («) = * Pii—tV . Pfc,...A/i • (10) 

Si ricordi ora che w è radice multipla della (2) di ordine p + 1 ; fatto 
quindi nella (8) s = p, si avrà: 

^^^ = (- I)'' Z'""""] h'-i,^^r' hp Di,...i,,H,..kp (w) - 0, 

essendo la somma 2^**-»»») estesa alle combinazioni e,...ip, h^...kp dei numeri 
1, 2,... tw. Ne segue per le (10): 

2(*" '^^ bi,...ip-ki*..kp pir^.ip . i);ki...v> « •B^''^ (P) P) = ; 

e, poiché la B^f"^ è definita^ se ne deduce: 

JPiV-i> = (11) 

per tutte le combinazioni t, ...t^ della classe p dei numeri 1, 2,.,. m. So- 



(*) Cf. Clkbsch, Ueber eine Classe 'oon Gleichungen^ tcelche nur reellen Wurzeln òe- 
sitzen. (Creile, voi. 62, pag. 232 e ss.) 
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stitaendo nelle (10), si ha che son nulli tutti i minori Di^...ip.)t^...kp (^) di or- 
dine n — p del determinante (2) che contengono un qualsiasi minore di or- 
dine n — m dedotto dalla matrice delle ultime n-r-^ righe (o colonne) di 
Z> (&>) ; e poiché questa matrice non è nulla, ne segue (per un noto teorema 
di Eronecker) (*) che la caratteristica di 7)(w) non può superare it — p — 1, 
e quindi, se u è radice multipla dell'ordine /> + 1 soltanto, è uguale ad 
n — p — 1, e. d. d. 

7. Abbiamo già osservato che due minori coniugati del determi- 
nante (2) hanno, per tu reale, Talori complessi coniugati; il loro prodotto, 
che è realOj non può dunque esser mai negativo; un qualunque minore prin- 
cipale Di^...i^Ji^...it, (cj), come anche scriveremo più brevemente, A«(...ti- {^)j ò 
poi reale per cj reale. Consideriamo allora Tidentìtà (che esprime una nota 
proprietà della teoria dei determinanti) (**) : 

^/,..»fc(<=^)^/,...tfc»fc4l/ifc*,(")= ) ,-^. 

nella quale ii...ikH sono indici diversi da 1 ad n; ne segue evidentemente 
(posto jo = n — k): 

Se un valore reale di o) annulla un minore principale di ordine p del 
determinante (2), due qualunque minori principali di ordine f> — 1 in esso 
contenuti, che non siano nulli per quel valore di w (***), hanno valori {reali e) 
del medesimo segno. 

Se inoltre un valore reale di w annulla ad es. : A/,...,Vfc4, (w), i due mi- 
nori A/,...,^ (w), A/, ...ù.ùnùv. M) 8^ P®^ q^^l valore di w sono ambedue diversi 
da zero, hanno valori di segno contrario. Indichiamo allora con ij, f't,... in 
una' determinata permutazione dei numeri 1, 2,... n e consideriamo la suc- 
cessione di n + 1 funzioni 

D (a,), A;, (w). A;,, (o)), . . . A,,. .,, (o)) - 1 ; (13) 



(*) Cf. KiioNECKER, Bemerkungen zur Determinantentheone (Gosaramelte Worko, 
Bd. I, 8. 236). 

(**) Off. ad es. : Cesaro, Analisi algebrica, pag. 28. 
(***) Questo accadrà in generale; se infatti un valore (reale) di w annulla un minore 
principale di ordine 7ì — k ^i^.,.t\ (w) e tutti i minori pnncipali di ordine n — A — 1 in esso 
contenuti, si annullano anche, per quel valore di w, tutti ì minori di ordine n — >^ — 1 di 
A/j..,,* (w) ;(o è quindi radice doppia della equazione A/,/j.../^(o>) = (cf. n.° 8, n). 
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i suoi termini sono funzioni razionali intere in w, ed, ove alcune tra esse non 
siano identicamente nulle, né due consecutive si annullino per uno stesso va- 
lore reale di w, quando un valore reale di «annulla alcuna tra esse, quelle 
che la comprendono hanno, per ciò che precede, valori di segno contrario. 
Questa proprietà delle funzioni (13) le ricollega al teorema di Sturji sulle 
radi<5i reali di un'equazione algehrica a coefficienti reali; ed è facile infatti 
dedurre dalle (13) una successione di Sturm per la equazione (2). Se invero oi 
è una radice semplice (e reale) della (2), si ha, collo notazioni del numero 
precedente ; 

^i^ (w) == ± pi^ . p,-, , ed insieme D' (w) = ip B (p, p) \ 

e quindi D' (^«) e A/, (w) hanno ugual segno o segno contrario, secondochè 
la B è negativa o positiva (*). Indichiamo allora con r. l'unità negativa o posi- 
tiva, secondochè B è positiva o negativa, e poniamo: 

A',\...u- {«) = yj^' Aii-ù- {'^) ; (14) 

possiamo allora enunciare il teorema: 
III. Se tra le n -[- 1 funzioni: 

D (w), A'/, (w), A',j,-2 (w) , . . . , A',^...;-, C'O (15) 

non ve ne sono delle identicamente nulle^ la successione (15) è una successione 
di Sturm p^r la equazione (2); quindi il numero delle radici reali della equa- 
zione stessa comprese in un intervallo (a/3) {ciascuna contata col suo ordine 
di moltiplicità) (**) è uguale al numero delle variazioni che la successione 
stessa j)erde nelVintervallo («/3). 

8. a) Consideriamo un minore principale A/,../j^(w) del determinante 
D {(ù). Esso può pensarsi come il discriminante della forma bilineare in 2 (w — k) 
variabili che si ottiene dalla forma generica A — w B, ponendovi uguali a 
zero le a:,. , a:,; . . . X/, , y,- , y,-^ . . . y,-,. 

La forma B si riduce ih tal guisa ad una forma di Hbrmite in 2 (n — k) 
variabili, che come la B è non indefinita ed ha di più il medesimo segno. 
Se quindi il minore che si considera non è identicamente nullo, né indipen- 
dente da 0), l'equazione: 

A/. ./. («) = 
ha tutte le radici reali. 



(^) Cf. anche n.* 8, b). 
(**^) Cf. : Weher, Algebra. Bd. I, p. 276 (I. Auf.). 
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b) Sia ora w una radice della (2) multipla di ordine p; per il teorentìa II 
essa sarà multipla di ordine p — 1 per un qualunque minore principale di 
ordine n — 1, A; (w). 

Indicando quindi con h un numero reale sufficientemente piccolo in va- 
lore assoluto, si avrà: 

ma colle notazioni del n.^ 6 è : 
--?,1/^- = (- ly X bi,...i,.,H,...Xe Di,..i,.,H,.^.H, (o.) = ± (- 1)^ BW (p, p) 
e quindi anche : 

. /)(, + A) = (-l).--B(.)(j,,y)+^-_^ 

e sarà B^^^ {Pj P) diverso da zero. 

Affatto analogamente, con notazioni evidenti, si avrà : 

.,(„ + «)_±(-ir'(^i!?-"(i.,?) + ^^ + --; 

e quindi, nelVintorno di A = 0, sarà : 

D(o> + A) ^_A B^HV^P) .... (16) 

e nelle ipotesi fatte, il coefficiente di A è finito e diverso da zero. Si ricordi 
ora che insieme colla 5, anche la B^^^ e la B-p^^ sono non indefinite, e 
detto ri il segno della J?, il loro segno è rispettivamente rf^ >/-*. Ne segue 
allora : 

• 5^ w èjUna radice della (2) ed h è un numero reale, sufficientemente pic- 
colo in valore assoluto^ il rapporto — \ ^ J. ''^ ^^ segno di h o il segno 

contrario secondóchè la B è negativa o positiva; per A = 0, lo stesso rap- 
porto è nullo. 

Ciò posto, un ragionamento affatto analogo a quello che si trova in una 
dimostrazione del teorema dì Rolle dimostra che ira due radici consecutive 
della equazione (2) vi è un numero dispari di radici reali della Aa = 0. 
Questo risultato si può ancora più precisare, osservando che la relazione tra 



106 Piccoletti: Su una elMse di equazioni 



il determinante D(/u) ed an f^uo qaalanqoe minore principale ai può, in nn 
determinato senso, invertire ^cf. n.^ 13, b) ; ne segue che anche tra dae ra- 
dici reali consecutive della equazione Aà(») = deve cadere un namero di- 
««pari di radici reali della Z)(6di*»0; e quindi di necessità le radici reali 
delle due equazioni D {rj^) = 0, A) («*) » si separano a vicenda. Un risaltato 
del rutto analojjfo vale evidentemente per un qualunque minore principale del 
determinante Dì^a) ed un minore principale dell'ordine immediatamente in- 
feriore in quello contenuto. Postiamo quindi enunciare il teorema: 

IV. Qualunque minore principale del determinante D((ià\ uguagliato 
a zero, ha tutte radici reali; se due minori principali san tali che i loro 
ordini differiscano di una unità ed uno sia contenuto neiraltro, le loro ra- 
dici reali si separano a vicenda. 



III. 



9. Ci sia permoHsa ora una breve digressione. 
So nella equazione (2) poniamo o) » — ' e ne moltiplichiamo il primo 
membro per w',*, es«a rì scrivo in forma omogenea: 

I) (uu , '*>,) -- 1 rt w. + i '-), I = 0, (2*) 

ed anche por distefio: 

essendo 

^r-0, I, 2.,. ,1 1) (/l /y]„-(7?/l)n = (/l)=|a,»l { (2) 

gli invarianti »inMj|tanf!Ì delle due formo A e lì. 

I Uumsttù I « Il dei nJ f) e» (5 possono nllora evidentemente riunirsi nel 
teorema segu^nlt^ : 



(1) 
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V. I divisori elementari del determinante 2)(wi «,), diversi rfa W|, sono 
reali e lineari (*). 

Enunciato il risultato sotto questa forma, è naturale il proporsi lo studiò 
dei divisori elementari del determinante J^O^^i, ^s), corrispondenti ad un suo 
eventuale fattore &j,, semplice o multiplo. 

Dalla (2) segue intanto che, affinchè il determinante Z)(ci)i, c^s) ammetta 
come fattore una potenza di cai , con esponente non nullo, è necessario e suf- 
ficiente che sia (B) ^= 0. 

Supponiamo dunque che {B) sia nullo, ed abbia la caratteristica r <in] 
saranno allora, insieme con (£), identicamente nulli gli invarianti : 

(^B)n.i, (.4B)n<„..., {ABUr, (3) 

non lo sarà invece, identicamente^ l'invariante {A B)r. Poiché inoltre il de- 
terminante (B) ha la caratteristica r, la forma B può ridursi a contenere 

solo 2 r variabili rr. a:, . . . rc^, Xt. . .Xr] e sarà in queste irriducibile e definita. 
Supponiamo già eseguita tale riduzione (sia cioè buv *= 0, quando uno dei due 
indici w, V supera r) e si sviluppi il determinante (2*), secondo il teorema di 
Hesse generalizzato (**) per la matrice delle sue prime r righe e colonne; si avrà: 

dove con [r, n — r] abbiamo indicato il minore tra i due numeri r, n — r\ 
e col simbolo J^**'-»*) (e coir analogo) abbiamo * indicato che la somma è 

estesa a tutte le coppie di combinazioni, uguali o distinte, della classe p dei 
numeri 1, 2 . . . r (o r + 1, . . . n}. 

Sia ora n — r — s la caratteristica del minore {di ordine n — r) i4„,...^;,,, ..^ 
di {A)\ nella somma superiore son nulli allora tutti i termini pei quali è 
|0<s; quindi lo sviluppo del determinante D(w, , &>,) per le potenze ascendenti 
dì w, comincierà col termine w**''*^* . wy'** o con un termine di grado superiore. 

10. Esaminiamo più da vicino il coefficiente M di &)*/""'*+*. wj'"* e di- 
mostriamo che, nelle ipotesi fatte, esso è diverso da zero. È subito visto che 

(*) Cf. MuTH, Tlwone und Anicendung der Etementartheiler. (Lipsia, Teubner, 1 899 ; § 1 .) 
(**) Cf. NicooLETTi, Alcuni teoremi sui determinanti, (Annali di Matematica, Tom. Vili 
della Serie III, p. 290.) 
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6880 può 8^river6i : 

Si ricordi ora che il determinante i4,„. .r;i)t...r ha la caratteristica n — r — 5 
fi cho due minori coniugati del determinante {A) hanno valori complessi co- 
niugati; no fiogue, con considerazioni affatto analoghe a quelle del n.° 6, che 
\i\ìh porni : 

(eHunndo le ;>i\.* < J J opportune costanti non tutte uguali allo zero); se 
allora si pone 



'i- •»* 



per le (6) o (7) la [b) diventa: 

È facile ora dimostrare che M è diverso da zero; poiché infatti la !?<«> 
Ci definita, basterà dimostrare che non tutte le 9*,...». possono essere ugnali 
allo zero, essondo Vi . . . v^ una qualunque combinazione della classe s dei nu- 
uieri 1 , 2 , . • ì\ 

A que»to seopo> supponiamo che nelle (7) gli indici y|...v, possano es- 
sere scolli non più solo tra i numeri 1, 2. . . r, ma tra tutti i numeri 1, 2 ... w; 
fe facile allora vedere che qualunque <^»,...», in cui un indice v; almeno è preso 
tra i numeri r+ 1 ,.,,«, è identicamente nulla. In tale ipotesi infatti mol- 
tiplichiamo la (7) per una qualsiasi ph^^^-k, ^on nuUa\ si avrà per la (6) 

ed ò quindi uguale ad un determinante di ordine n — r, che contiene 
almeno w — r — 5^ fi colonne (uguali diverse) di ^,„.. r-j,f...r; ed è quindi 
ideutioaoieute nullo, il che dimostra la nostra asserzione. 

Se dunque M potesse annullarsi, dovrebbero essere nulle tutte le quan- 
tità (7\ in cui (>i . . . ^s) rappresenta una combinazione qualunque della classe 5 

degli indici 1, 2...w; si avrebbero quindi 1 1 equazioni lineari omogenee 
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nelle j j quantità pi^-^'i,' Si noti ora che la matrice del sistema così ottenuto 

non è che V associata di rango s della matrice delle ultime n — r righe di A (che 
ha la caratteristica n — ;•) (cf. n.° 5) -ed ha quindi la caratteristica I ; 

l'annullarsi delle g',,...v, porta dunque con sé l'annullarsi di tutte le pi^-"i,y il 

che è contro l'ipotesi che il determinante -^i,2...r,iji..-r abbia una caratteristica 

non minore di n—r — s. 

E dunque Jlf=|=0 e possiamo enunciare il risultato: 

Il determinante D{(^iy oj,) ammette il fattore w, solo quando la forma (B), 

non indefinita, è riducibile. Se la forma stessa si suppone ridotta a contenere 

il minimo numero di variabili a:, , r, . . . x^, a?i, x^ . . .Xr ed n-^r-^s è la 
caratteristica del minore A i,j...r;i,j...r di {A)^ sono allora nulb\ oltre (B), tutti gli 
invarianti simultanei {A B)p delle due forme A e B, pei quali èw — l^/5>>r — 5; 
l'invariante {A B)r-s è invece {per r^s) diverso da zero; e si ha quindi: 

Di:,, , a,,)=cor''+'. wr'(i4 B)r-,+ «r'*+*+^ «r^^ {a b).-,-, + • • • + «r (^)- (8) 

ILE facile ora procedere oltre. Supponiamo sempre che la B con- 
tenga soltanto le variabili x,, r, . . . a^r, x^. rr, . . . , r,- e consideriamo un mi- 
nore qualunque di ordine A:^r(*)del determinante D (oj, w,). Questo minore 
conterrà un certo numero jz di righe, e v di colonne dalla (r + 1°*) alla n*""; 
e saranno evidentemente a e v compresi (i limiti inclusi) tra A: — r ed n —r; 
detta inoltre a la caratteristica della matrice di queste /jl righe e v colonne, svi- 
luppando il minore stesso, secondo il teorema di Hesse generalizzato, per i mi- 
nori di questa matrice, esso avrà come fattore w» con un esponente non mi- 
nore di (x + i' — '^ (**)• V'olendo adunque, per un determinato ordine Àr, ri- 
cercare la minima potenza di w, che divide un qualunque minore di ordine k 
c3i /)(«,, Wi), convien innanzi tutto cercare quale è, per esso valore di A:, il 
xninimo valore che l'espressione fx + >^ — ^ può avere. 
Convien perciò distinguer due casi : 

a) Sia dapprima A; ^ n — 5. Per render minima l'espressione (x + v — (x 
onvien cercare di combinare i minimi valori possibili di (x e y col massimo pos- 



^ 



(*) E inutile supporre A<r; in questo caso infatti si iianno subito dalle prime r righe 
colonne di I) [w^ , o),) dei minori di ordine k, che non ammettono il fattore w^ . 

(**) NiccoLETTi, Alcuni teoremi sui determinanti, (Annali di Matematica, Tomo Vili 
l^lla Serie III, pag. 289.) 

Annali di Matematica, Serie III, tomo IX. 15 
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?;b;ie per :: : h^: iiOti ora cLe evidentemente è q ^n — r — s, ma, inoltre poiché 
liszn-' f. si jiOs^pTio togliere dal determinante !)((«>, , o,) certe « — A: tra le ultime 
tt — r riglje e colonne, in g-uisa che il minore di ^„...r,i8...r che rimane abbia 
iiiicora la carauerièiica ??— r — 5: il minimo valore che può dunque assumere 
fi ^ > — 7 vi oTiiene per p = > =:r /- — r, a = n — r — s. Ne segue che <ii//t i 
iftiiiori di ordine k^n — s del determinante D (-^i, , w,) sono divisibili per ufia 
jMfnzu di A.. t7 cui esponente non è minore di 'Ik — n — r + 5- Ma di più: 
t^ii$ie sempre un minore di ordine k del determinante D ('/>, , o),) che ha il divi- 
i^ore V . ad una potenza mjuale e non superiore a 2k — n — r 4 ^- Conside- 
riamo infatti un minore principale di ordine h che si ottenga sopprimendo 
Je hte^Ke n — k righe e colonne di .4,,...r,i2...r in guisa che il minore residuo 
di ordine h — r di /lii...r,ii -r abbia ancora la caratteristica n — r — s\ un 
tal minore di ordine k può pensarsi allora come il discriminante del fascio 
di forme che kì ha dal fascio ^ oj, -f- ^ •'^^m annullando quelle tra le varia- 
bili XrM. . .Xni'f^M . . .Tn) chc corrispoudono alle righe e colonne soppresse: 
H può dunque ripetere per esso il ragionamento del n.** 10, e quindi esso 
niinore ammette il fattore oj, con un esponente non maggiore di 2k — n — r + 5. 
h) Sia invece k<in — s. Perchè l'espressione (x + v — g abbia il minimo 
valore possibile, si vede facilmente che conviene ancora fare (x = i/ = A- — r (*); 
non K\ però allora più j)0ssibile dare a <7 il valore n — r — 5: quando infatti 
^x -^y -.^ /.: — r, noi veniamo a sopprimere n — k"^ s delle ultime n — r righe 
(? roloiHKì: la matrice residua non può avere adunque una caratteristica mag- 
«fioro (li n — r —{n — k) = k — r. D'altra parte è anche possibile for in 
modo che a abl)ia (juesto massimo valore; il minimo valore di fx + v — ex è 
([uindi iiH:uale a /r — r; cioè jfer k<in — s^ tutti i minori di ordine k del 
delvrminuute /)(''», ^i,) ammettono il divisore ùJ| con un esponente non minore 
di k - r, 0, come sopra, si vedrà che esiste certamente qualche minore di D 
di ordine k che e divisibile per f^J*"'' e non per una potenza superiore. 

lliassumondo, si ha dunciue che // massimo comun divisore dei minori 
di ordine k^r del determinante i)(t«>, o),) ammette il fattore w, ad una po^ 
ten:a h^ tale che si ha : 

Ih = =■ 2 /• — /» — r + 5 per k^n — s ) 

(9) 

/;, =./-—;• per A- < H — 5. ^ 



[*) n,\stA oS'^iM'Viuv olio tiìiiiinuiMiilo [i V vii imo, a rimane invariato dimlnuisc< 
vii ■.■..; 14 -f V — T vlliuiiiuisoo ilmuih^ dì uno o rimane invariato. 
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Se quindi si pone: 
si ottiene : 

^1 =^2 = • •=^#==2; ^,41 =^54-2 = - • • ==en-r=l, (11) 

cioè nel determinante 2)(wj, w,) vi sono s divisori elementari uguali ad wj, 
n — r — s uguali ad w, . Possiamo quindi enunciare il teorema : 

VI. Se il discriminante della forma B {non indefinita) ha la carat- 
teristica r, il determinante J5(«i, '^i) ha n — r divisori elementari uguali 
ad una ^potenza di &»,; e piìi precisamente se si annullano (identicamente o 
no) tutti gli invarianti simultanei {A B)p per cui p'>r — s {con s ^ 0), ma 
non Vinvariante {A B)r-s , i primi s divisori elementari hanno l'esponente 2, 
gli altri 7t — - r — s l'esponente 1 (*). 

Otteniamo in tal guisa, per via puramente algebrica ed elementare e 
con maggiore determinatezza, un risultato dedotto già per le forme quadra- 
tiche a coefficienti reali dal sig. Gundelfinder coi metodi trascendenti, in- 
trodotti dal Weierstrass per lo studio dell'equivalenza di due fasci di forme 
bilineari (**). 



IV. 



12. Torniamo alla equazione non omogenea (2) del n.^ 4, per notarne 
alcuni casi importanti. 



n 



La forma B sia la forma unità 2^'^m ^^^ ^ evidentemente definita 

1 

positiva. 

n 

Si ha: Se A = ^ii-^^Oa-^oc^x^ è una forma di Hermite di prima specie 

i 

nelle 2n variabili Xi^ Xg,... Xnj a:,, a^o,... Xny l'equazione di grado n in w : 

^ (w) = I a^v — w e;,, I = ) 

(fx, v= 1 , 2,... n; ff^v = per (X =1= 1/ ; e^/i=l) ) 

(*) Cf. MUTH, 1. e, § 1. 
(**) Cf. HiissK (Gundelfinder), Vovlesungen liber anaìylische Geometrie des Raumes — 
Dritle Aiiflage, Supp. IV. (Leipzig, Teubner, 1876.) 
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a) ha tutte le radici reali ; b) una radice multipla di ordine p rende 
il determinante del primo membro di caratteristica n — p\ e) indicando con 
Aij^.../Jof) il minore principale che si ha dal determinante (1) sopprimendovi 
le riylie e le tolonne ti?, ...«a, l'equazione ^*,iv««/fc(w) = ha tutte le ra- 
dici reali; d) le radici di due minori principali consecutivi, di cui uno sia 
contenuto nell'altro^ si separano a vicenda; e) se iiit^-in è una permuta-- 
zione deyli indici 1 , 2,... n, la serie degli » -{- 1 minori principali 

E («), - Ei, («), Ei^i, (o.) ,...(- l)»^ Ei,..i, (a.), (- 1>" Ei,i,..i, («) (2) 

coHlituisce per la equazione (l) una successione di Sturm. 

L'equazione (1) si ottiene appunto quando si ricerca il carattere di una 
forma di Hkrmite, se essa sia cioè definita, indefinita, seniidefinita. Se ci pro- 
poniamo infatti il problema di trovare il massimo ed il minimo dei valori che 

assumo la forma /J, quando tra le sue variabili a:, x si ponga la condizione 

^XiXirmM 1, (il che, come è evidente, non limita la generalità) dal metodo 
dei molti [)Hcatori di Lagrange siamo condotti alle equazioni : 



( 



n 

1 



ed alle altre : 






od, eliminando le x (o le x) airequazione (1). Moltiplicando poi per Xy il primo 
membro della (3) e sommando rispetto a v da 1 ad w, vediamo subito che il 
massimo e minimo cercati sono dati dalla maggiore e minore tra le radici reali 
della (1), Ove adunque queste radici sian tutte diverse da zero e del mede- 
simo sogno, la A sarà definita; sarà invece indefinita, quando la (1) abbia 
radici di segno contrario : se infine la (1) ha r radici nulle e le altre di un 
sogno costante, la A sarà semidefinita e potrà ridursi ad una forma definita 
in n — r variabili (e le complesse coniugate). 

La (lì dicosi perciò Y equazione caratteristica della forma A ; i suoi 
coefficienti si dicono i suoi invarianti ortogonali: e il risultato che precede 
può enunciarsi : 

l\rchè una forma di Hkumitk .4 ^ lOa^x^x^ sia definita positiva (ne' 
jfciJitNi^ t^ necessario # sufficiente che i suoi invarianti ortogonali sian tutti 
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diversi da zero ed abbiati segni alternati (abbiati tutti il medesitno segtio)] 
perchè la A sia semidefitiita^ è invece necessario e sufficiente che i suoi in- 
varianti ortogonali non nulli, abbian segni alternati {o il medesimo segno). In 
ogni altro caso la fortna A è indefinita (*). 



13. a) La forma B si supponga definita^ ma del resto affatto arbitra- 
ria: la (2) è allora l'equazione di Christofpel (**); se inoltre la B ha i coef- 
ficienti reali, ed è quindi una forma quadratica definita, si ha l'equazione di 
' Clebsch (***;; se infine anche la ^ è reale (ed è quindi una forma quadratica) 
si ha Inequazione secolare {^***) sotto la sua forma pili generale. 

b) La forma B contenga solo m variabili a:,, x^ . . .Xm (e le coniugate) 
e sia in esse non indefinita; manchino nella A i prodotti di una qualunque tra 

le a:m+i...a?n per una delle Xm^x» • > Xn* Si ha dalla (2) l'equazione: 

aik-biHo. air \^Q^^^^^^^ (i,A:-l,2...m;r, 5=-m + l...n) (4) 



F(a)) 



ash 







(*) Cf. n.^ 1, b). 
(**) Cf. Christoffel, VeralUjemeineruìig einiger Theoreyne der H. Wcierstrass. 
(Creile, Bd. 63, § 255.) 

(***) Cf. Clebsch, Giornale di Creile. Voi. 62; m. e. 
(**•'**) Cf. ad es. : Ricci, Algebra^ pag. 435. 
(*****) Ora e nel seguito col sìmbolo: 



j ciih hi,' 



(/-=» 1, 2.. . ix; A = 1, 2.. . v; r = 1, 2. . . p; 5 — 1, 2.. .e) 



indichiamo la matrice di p + <r righe e v + p colonne : 

^11 ^12 • • . «Iv ^11 ^12 . . . ^1^ 
^21 «22 . . . «2y ^1 fe . . . ^2^ 



1 «/«l OfJLt . . . (I^IV bfll ÒfiO , . . bfiQ 

cu ei2 . . . cir dii d^ . , , dio 

C2l C22 . . . ^2>' d2\ e/22 . . . d^o 



Cai Co2 . . . C(fy dal da2 > » * dt 



io 



e se a + (r==v-|-p anche il relativo determinante. 
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di cui in particolare è ben noto il significato geometrico ed analitico nel caso 
particolare che le a e & si suppongano reali (e quindi a^^^^a^fj,] b^^^^b^p). 
Sia in particolare n=^m'\-lcj con k<Cm e detti i^ , /, . . . ik k valori 
da 1 ad tw, poniamo nel primo membro delle (4) 

facciamo invece uguali a zero tutte le altre a^v per cui uno degli indici (x o y 
supera m. La F {(ù) si riduce allora, a mezzo del segno, al minore principale 
^'.v-4(^) ^®1 determinante Z)(o«)) (in cui sia fatto n = m). Poiché questo a 
sua volta può pensarsi come l'aggiunto in F {(ù) del minore delle ultime k ri- 
ghe e colonne, ne segue che la relazione che lega il determinante D [ta) ad 
uno qualunque dei suoi minori principali, può dirsi reciproca, nel senso pre- 
ciso indicato dal ragionamento che precede (cf. n.^ 8) (*). 

e) La B contenga solo parte delle variabili ar, . . . OTn, (ìTi . . . ar„), ad 
es, : le a:,, x^,..Xyn e sia in esse non indefinita. 

Con lievi cambiamenti di notazione, avremo l'equazione: 

G(tS\=\''''^~^'^''' f'' =0 («, A = l, 2...fr, r, s-1, 2...m)- (5) 

, qsk hsr / V / 

(dove aik = ahit hik = bhi] pir = qrh Ks = hsr)' Si sviluppi ora il determi- 
nante (5) per la matrice delle ultime m righe e colonne, secondo il teorema 
di Hesse generalizzato; si avrà indicando con [w, n] il minore dei due nu- 
meri VI ed n : 

cioè (?(w) è un aggregato lineare intero dei minori del determinante (2), tale 
che uguagliato allo zero dà un'equazione con tutte radici reali (che hanno 
di più relazioni speciali colle radici di D (w) = 0). Si ha così un risultato, 
di cui il teorema IV del n.° 8 è un caso particolarissimo. Facendo ad es. : 
nella (5) w = l, e ponendo per semplicità di scrittura jj/, = p/, //,i = — //, 
si ha che: l'equazione a coefficienti reali'. 

H{t^) = hD (w) + %h Dth («) jnpk - (7) 

ha tutte radici reali, che si separano a vicenda con quelle della D (w) = ecc. 



(*) In particolare, ne segue che : Una radice multipla di ordine p per un minore 
primnpale ^i\,„ik (w) di ordine n - h è multipla per D (co) delV ordine p — h almeno. 
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d) La forma B si decomponga nella somma di due, una nelle varia- 
bili x^Xi. . x,ny l'altra nelle Xmhi - • ^^ny ambedue non indefinite, ne definite 
di segno contrario. Portando anche qui dei lievi cambiamenti di notazione, 
avremo l'equazione: 

- bih w, 



[{{<.)= 



aih 



qsk 



pir 
7.sr — p5r W 



-0 («, A:=l, 2...n; r, 5 = 1, 2...?«) (8) 



dove aik^^aki, hik = bkij «ir =« «rs, /3,r = j8r,; p/v = jw; sviluppando ancora 
il determinante del primo membro secondo la matrice delle ultime m righe e 
colonne, si ha: 

i^w = à (- iy, ^r' , , 2vi . ^..-.:/..-/^.("). ) ,,, 

avendo indicato con A (w) il determinante di ordine m : 

|«,r-a)/3.,|c=A(a)) (10) 

con Ay^...y^;j^...o*^ i suoi aggiunti. Cioè:. 

Se Z)('ii)) = 0, A(w) = sono due equazioni della forma (2) con radici tutte 
reali, tali che ìe due forme Z?, (/3) ad esse relative non siano indefinite^ né 
abbian segno contrario (ed a questo ci si può sempre ridurre, cambiando al 
più il segno della incognita in una delle due equazioni) l'espressione bilineare 
intera jK'(w) nei due determinanti D (w), A (w) e nei loro minori, data dalla (9), 
uguagliata allo zero dà una equazione che ha ancora tutte le radici reali 
(ed in particolari relazioni con quelle delle due eq»iazioni D (w) = 0, A (o)) == 0). 

e) Risultati affatto analoghi evidentemente si avrebbero, supponendo 
che nel determinante (2) la forma B si spezzasse nella somma, non di due 
sole, ma di più forme, tutte non indefinite nelle loro variabili e del mede- 
simo segno; a tale ovvia estensione del risultato che precede basti avere ap- 
pena accennato. 

f) Poniamo infine nella (8) m = n; bik — ^ih =^ ^ik ; O'n = — «rs*, e le 
a, p si suppongano reali. 

Avremo l'equazione a radici tutte reali : 



L(«) = 



aih — £i7i w Pir 

— pki ars + W trs 



= (i, k, r, s«l, 2... n) (10) 



la quale s'incontra nell'integrazione, mediante il metodo di D'Alembert, del 
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gistema canonico : 

dzi oH dyi dH 



^ > 



(11) 



dt dyi'* di d xi 

essendo : 

n n n 

2H=]^k Pik Xi Xk + 2 Yth Oik Xi yk + ^h Pik t/ij/k (1 2) 

una forma quadratica a coefficienti costanti, ecc., ecc. 

n 

(j) Se nel primo membro della (8) le due forme B = ^bikXiTk ^ 



/3 «= y^, j3rf ^r;# si suppongono tutte due non indefinite, ma di segno con- 
trario, la (8) stessa non avrà più in generale tutte le sue radici reali; si può 
per?) ancora in questo caso assegnare un limite superiore del numero delle 
sue radici complesse. La dimostrazione di questa asserzione, insieme con un 
risultato ancora più generale, risulterà dalla osservazione seguente. 

14. Se nel fascio A — w 7? (per w reale) non sono contenute forme 
non indefinite, l'equazione D (w) = Ò relativa al fascio stesso, può non aver 
più tutte le sue radici reali : quando però si conosca la caratteristica p di 
una delle forme del fascio, si può assegnare per essa equazione un limite su- 
periore del numero delle sue radici complesse : queste non possono essere in 
numero maggiore di 2 p. 

Ricordiamo (*) chiamarsi caratteristica di una forma di Hermite il mi- 
nore p dei due numeri p e q che si hanno quando la forma stessa si riduca 

(con sostituzioni complesse coniugate sulle variabili ar, x) alla forma normale 
irriducibile : 

2l« 5* ^a ^/8 ^'p ^'/8 ; 

1 1 

(h allora anche p il numero delle radici positive, q il numero delle radici 
nojfative della equazione caratteristica della forma considerata (cf. n.^ 12) ed 
r ^ p -[- q sarà la sua classe (cf. n.^ 3 a)) 

Sia allora ad es. : p la caratteristica della forma B] si potrà, ed in in- 
finiti modi, con sostituzioni complesse coniugate sulle variabili x, x, trasfor- 
mare hi B nella somma di due forme di Hermite, l'una non indefinita in 

(*j et, A. liOicwY, Ueher Schaaren recllcr quadratischer und Ilermilescher Formen. 
((iiornalo di Crollo, Voi. rj2; pag. 07, 1000.) 
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t, A; = 1, 2; . . . n — p 
r, s = » — p + 1,... n] (14) 
[x, v = l, 2,... p 



2(n— p) variabili a:,, a*,,.., o-n-pj ar,, a;,,... .Tm-/3, l'altra definita e di segno 

contrario alla precedente nelle rimanenti 2p] a:n-p4i,.-M ^n) .'^n-p+M-'M ^« 
(sarà insieme anche: p^n — p). L'equazione Z)(w) = relativa al fascio 
A — (ùB si scriverà allora : ' 

3/(0.)= «"'-*'-*'^ «'•;• _o(«, A: = l, 2, .«-p\ 

^ ' ash asi — usr w \r, s = n — p + 1 j • • • wy 

Consideriamo ora il determinante di ordine m + p : 

aik — bih <»> air 

N (w) = rt5Ji asr — bsr W Vl'jv 

I r,^r 

nel quale si è posto : 

>'M'^-0)P®''{/.=|=r-(n-p)» ^-"^^OjP^N v=|=.-(«-p)> (^^) 

sviluppandolo secondo i minori delle ultime p righe e colonne, si ha : 

N{cS) = {—iy\aik-bikco\) (t, A;=l, 2,... n-p) (16) 

inoltre un procedimento del tutto analogo dimostra che un minore qualunque 
dell'ordine n + p — s (con s<.n — p) del determinante (14) è una funzione 
lineare omogenea dei minori di ordine n — p — s e di ordine superiore del 
determinante (16). Ricordando le ipotesi fatte, ne segue: 

a) L'equazione N {(ù) = (il cui grado è minore od uguale ad n — p) 
ha tutte le radici reali. 

b) Una radice w multipla di essa equazione di ordine /a (evidente- 
mente < w — p) ne rende il primo membro di caratteristica n + p — jx. 

Un ragionamento affatto analogo a quello del n.^ 7 dimostra anche : 
e) Si può coi minori principali del determinante N{(ù)j (non identica- 
mente nulli) costruire una successione di Sturm per Inequazione stessa. 

In particolare si potrà costruire una tale successione, in guisa che in 
essa figuri come termine (p + 1)°*^ il determinante (13). Se quindi indichiamo 
con li il grado della equazione ^(w) = 0, la M(w) =0 avrà almeno fx — p 
radici reali (*); ma il suo grado è uguale a (x+p; quindi, come si era af- 
fermato, essa non può avere piò, di 2 p radici complesse (*•*). 



(^) K questa, come si riconosce facilménte, una proprietà di qualsiasi successione 
di Sturm per equazioni a radici tutte reali. 
(*♦) Cf, A. LoEWY, 1. e, pag. m. 
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V. 



15. Se sulle due forme bilineari : 

A = l^^af,-,Xf,y^] B = lf,^h^^x^y^ (fx, :/ = 1, 2,... n) (I) 

non si fa alcuna ipotesi particolare, l'equazione 

Z)(«) = |a//t — &,A<^| = (/, A:=l, 2,... n) (2) 

avrà in generale coefficienti e radici complesse : potrà però in casi speciali 
avere ancora coefficienti reali o tale ridursi moltiplicandone il primo membro 
per un'opportuna costante. Questo in particolare avverrà quando ogni ele- 
mento 
^2v e^y = a^iv — w ftjutv (//, ^=1, 2,.,. n) (3) 

del determinante D(w}, suppostovi w reale, per lo scambio di i in — /, si muti 
in una combinazione lineare omogenea degli elementi primitivi, tale che il 
nuovo determinante sia uguale all'antico, moltiplicato per un fattore non nullo ; 
e queste condizioni saranno evidentemente soddisfatte, quando, indicando con 
?vr5, ìo»t(>", 5, ^) ^ = 1> 2,... n) 2 n' quantità, tali che i due determinanti 

A = |X,,I; V=\psr\ (4) 

sian diversi da zero, si abbiano le relazioni : 

eik = 2^v X|> p/iv ^^y , (/, l\ fx, y = 1 , 2 , . , . n) (5 a) 

le altre : 

e,7t = i/i» ).iv /5A;a V-» 7 (^ ^*) P> ^ = 1) 2,... n) (5 è) 

in ambedue i casi infatti, indicando con D il determinante delle ^^y, si ha 
la relazione: 



Z) = A.P,J5 

(ed i due gruppi di formule corrispondono a due modi diversi di moltiplica- 
zione dei determinanti del secondo membro) (*). Quando adunque valgano 



(♦) Si osservi che le (5) rimangono inalterato, moltiplicando le \ e dividendo le p 
per un numero arbitrario a, diverso da zero; di tale arbitrarietà convien tener conto nel 



seguito. 
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per gli elementi ^^v le relazioni (5 a) o (6), l'equazione (2) potrà ridursi ad 
avere i coefficienti reali e quindi, ove ammetta una radice complessa, am- 
metterà anche la complessa coniugata. Le equazioni che in tal guisa si ot- 
tengono sono essenzialmente diverse da quelle già considerate? 

Per rispondere a tale questione, discutiamo più da vicino le relazioni (5), 
e noi studieremo le (5 è) che sole presentano un vero interesse; ma una 
discussione del tutto analoga può farsi sulle (5 a). 

Risolviamo le (5 b) rispetto alle e^y ; indicando con A,7f , P,7t gli aggiunti 
in A, P degli elementi A/a , pik , divisi per A, P, abbiamo : 

eik ^'^^ -^firt -i^fik • "yi • e^Tf , 
e cambiando in questa relazione ogni elemento nel complesso coniugato: 

Cìfi = 2r^v A a/{ . Fve . ^yBtV • \P) 

Se, come supponiamo, le e^^ non soddisfano ad altre relazioni, distinto 
dalle (5ft), devono le (6) coincidere con queste; deve aversi cioè, per tutti 
i possibili valori degli indici t, A-, (x, v : 

e quindi anche, indicando con ri un'opportuna costatile; 

pkiJL = y} » Afjjt ; \i^ = )7-* i\i . (8 a) 

Da queste relazioni poi si ha: 

P = >?»». A-*, A = >7~^."F-* 
e cambiando in quest'ultima i in — i: 

P-'=^*».A 
donde infine 

(/j^r-l; 

cioè la costante yj ha il modulo 1 : quindi si può porre, indicando con « un 
numero reale : 

«) pv = ^'*'.A^a; b) X,-v = ^-'»* . "Pv/ . (8*) 

Le (8*) possono ancora semplificarsi; poniamo infatti, il che non altera 
le òb): 

Xi, = e** X,-v ; p'kf. = e-»** . pki. ; 



>^ • ,u -J.^vi. U yM||^« 
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Quelle equazioni dunque per cui hanno luogo le relazioni (5 b) non sono 
essenzialmente distinte da quelle che abbiamo già considerato (*). 

16. Nella equazione (2) una delle due forme, la B^ si supponga di Hermite, 
di prima specie, e (totalmente) definita {**)] la A sia invece qualunque. La 
equazione (2) avrà allora in generale coefficienti e radici complessej le quali 
però soddisfano a particolari limitazioni. 

Sia infatti u = p + ^' ? una radice della (2) : le equazioni 

iV (a^v — w 6^v) Xf,^0 (^, 1/ = 1, 2 , . .. n) (13) 

ammetteranno allora delle soluzioni oti, x^, Xsj... Xn non tutte nulle. Cam- 
biamo in queste relazioni ogni elemento nel suo complesso coniugato e T in- 
dice fA in y; avremo: 

1^ {a^f, " (ù bf,^) x^ = (fx, y = l, 2,... n). ' (13*) 

Moltiplichiamo allora la (13) per x^ e sommiamo rispetto all'indice v 
da 1 ad n; moltiplichiamo la (13*) per a:^ e sommiamo rispetto a a da 1 ad n: 
sommando e sottraendo i due risultati abbiamo : 

(a) p .B {Xj x) = H{Xy X) (b) q.B {x^ x) = K{Xj x) 

essendo : 

Il yXj X) = Zuv f^fi-^ x^ cTy = itfiv — Xfi x-0 

rr / \ ___ vi» V ^^"^ """ ^'*^ 

VL \X^ X) — Ztfiif )vjuiv X^ Xf — 2>^y -^—, X^ iTy 



(U) 



(*) Una discussione affatto analoga può evidentemente farsi sulle (5 a) ; ne seguirebbe 
facilmente che le equazioni che in questo modo si ottengono non dificriscono essenzial- 
mente da quelle in cui tutti gli elementi e^iv sono numeri reali, del resto, come è ben 
naturale, affatto arbitrari. Ci sia permesso anche ricordare qui un' altra classe di equa- 
zioni algebriche della forma (2) a radici reali, considerate per la prima volta dal sig. Gun- 
DBLFiNDER ^ per osscrvarc che esse non sono essenzialmente distìnte da quelle già da 
noi studiate, a cui si riducono moltiplicandone il primo membro per un particolare deter- 
minante simmetrico e diverso da zero. 

(**) (oppure tale si riduca con opportune sostituzioni lineari sulle variabili (cf. n. 15). 
Queste sostituzioni si supporranno allora già eseguite sulla fì e sulla A), 

* Cf. DiNGELDEY, Ueher die Liscnminante einer gevissen quadratischen Qleichung. 
(Giornale di Creile, Voi. 122, pag. 188, nota 4.) 
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due particolari forme di Hermite di prima specie, dedotte dalla A. Se quindi 
indichiamo con p e ^ due indeterminate affatto arbitrarie, avremo anche : 

(p 2) + 7 g) 5 (or, x) = p H{x^ x) + a K (Xj x). ( 15) 

Dalla (15) si possono trarre in due modi diversi delle limitazioni per la 

radice w = p + * ?• 

a) Indichiamo con e quella radice della equazione caratteristica della 
forma B che ha il minimo valore assoluto; sarà, poiché la £ è definita, | e | >> 0. 

Dividiamo allora la (20) per la quantità ^r^o?^ evidente non nulla; avremo 
immediatamente la disuguaglianza : 

l/^p-f<^g|-|el<£^„. ^'^^l:'^'' (*) (21) 

dove abbiamo indicato con Er.^ il massimo modulo dei coefficienti della forma 
bilineare 

E^p^'){x, x)=-pH{x, x) + <jK{x, x). 

Ma dalla disuguaglianza tra quantità reali : 

I A:, + A:, + • • • + /^m I* :^ w I A:I-f'À:|4- . . . + A:^ I (**) 
segue immediatamente : 

^\Xf,\\x^\ = \l\xj,\\^<nlXf,Xa 
e quindi anche, per la (16), si ha la disuguaglianza : 



che è appunto una delle limitazioni cercate. Adunque : 

Se la B è una forma definita di IIermite, indicando con E^^^ il massimo 
modulo delle n- quantità 

^^^ - P "-"^ + - "'-fi~' (17) 

{dove p e ^7 sono due indeterminate affatto arbitrarie) chiamando inoltre con e 
la minima, in valore assoluto j delle radici della equazione caratteristica della B, 



(*) E infatti 1 6 1 . :ì: Xu .'> < I n (x, x) I . 

(^*) La disuguaglianza in questiono ò equivalente all'altra evidente - (^- — A;)*^0. 



« 
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SI ha per ima qualunque radice to^^p + iq della equazione (2) la limita^ 
zione : 

pp^„q\<:n.ff^-. (18) 

Facendo nella (18) successivamente p = 1, a = /; /^ = 1, a = ; /> = 0, 
a = 1 si ha la prima parte di un teorema enunciato dal sig. Hirtsch (*), nel 

caso particolare che la B sia la forma unità Z^r^^ir^. 

b) Se le indeterminate p e C7 si suppongono reali^ la forma: 

H{Xj x) -{- (7 K{Xj x) 
h una forma di Hbrmitk di prima specie, e tale è anche l'^altra : 

sB{Xj x) — pH{xx)'-iK{x^ x) (19) 

in cui s è una variabile reale affatto arbitraria. Per i valori di s sufficiente- 
mente grandi in valore assoluto la (19) è una forma di Hermite definita e 
tale resta, finché s è esterno all'intervallo tra la massima e minima radice 
dell'equazione in w (con radici tutte reali): 

I p hfj^y + a Z>v — w bf,y 1 = (;x, V =-- 1 , 2 . . . w). (20) 

Questa asserzione si può dimostrare, sia deducendola da un noto teorema 
di Weierstrass sulle forme quadratiche (che immediatamente si estende alle 



(*) Cf. A. HiRTScn, Sur Ics racines cTune équation foìidamentale. (Acta Mathematica, 
Tom. 25, fase. :J.* e 4.'*, pag. 307. Settembre 1902.) Non sarebbe difficile completare il risul- 
tato antecedente in guisa da ottenere anche la seconda parte del teorema ricordato (1.** della 

nota) di IIiktsch. Si supponga infatti che per un particolare valore ^ del rapporto — 

la forma 

p//^(a7, x) + <s K(x,x) 

sia una forma cniisimmetrica nelle variabili a?/t, x^i. Con metodo analogo airantecedente 
(d. HiRTscH, 1. e, pag. 370) la disuguaglianza (18) può sostituirsi coll'altra più ristretta: 



, , , ^1 /«('*— i) ^9\^i 



Cf. anche: Bedinxon I. Sur ies racines d^unc équation fonda>nentale, Ofvcrsigl af KonyL 
Veierskaps, Ahuxlemiens FOrandlingar 1000. N. 05 Stockholm, (ristampata negli Acta Ma- 
thematica. Tom. 25^, pag. 319). 
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forme di Hermite(*)\ sia direttamente al modo seguente: Consideriamo, con 
s reale^ l'equazione 






= 0; {e^, = p h^y + (7 k^,) (21) 



essa ha tutte le radici reali e funzioni continue della variabile reale 5, che per s 
sufficientemente grande in valore assoluto sono prossime a quelle della equa- 
zione 

tanto quanto si vuole, son quindi tutte diverse da zero e del medesimo segno. 
Perchè ora la forma (19) non sia più definita è necessario che una almeno 
delle radici della equazione (21) si annulli o acquisti un segno contrario a 
quello di prima : ma, trattandosi di funzioni reali e continue della variabile 
reale s, deve per questo necessariamente passar per lo zero; ora perchè la (21) 
abbia una radice nulla, è necessario che sia 



-^+v 



= 0, 



S 

s deve cioè soddisfare alla equazione (20). Ne segue immediatamente Taffer- 
mazione superiore. 

Ciò posto, si osservi che per la (15) la forma (19) non è certo definita 
quando sia s==pj) + ^g. Se ne deduce il teorema: 

Se la B è una forma definita di Hermite, ed^ essendo p e ^ due ifide- 
terminate reali affatto arbitrarie, si dicono t«^,, M^^^ la minima e massima 
radice della equazione: 



2 "^ ~JÌ ^^^' 



- 0, (20) 



per una qualunque radice w = |) + * ? ^^^^^^ equazione (2) si ha la limita- 
zione: 

nip^i^pp + 7q^Mpt. 

Poniamo in particolare jo = l, cr = 0, |o = 0, <7 = 1; abbiamo: 
Nelle slesse ipotesi^ la parte reale p di una radice w della equazione (2) 
è compresa tra la massima e minima radice della equazione: 

"-2;^^-a.V;=o, (20/>) 



(•) Cf. Wkibrstrass, Werke. Bd. I. Seite 212--2I3. 
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il coefficiente q dell'immaginario tra la massima e minima radice dell'altra 
equazione : 



-^ — W Oav 



= 0, (20 q) 



La prima parte di questo teorema è dovuta, in casi particolari, ai si- 
gnori IvAR Bedinxon e A. Hirtsch (*). 
Osservando inoltre che si ha : 

e prendendo nella (20) in modo opportuno p e a uguali all'unità positiva o ne- 
gativa, si hanno da essa anche delle altre h'mitazioni per il modulo \p + i q | 
di una radice qualunque della equazione (2). 

Se, infine, in particolare si fa a^^y^arfi^ si ha di nuovo il teorema I, 
nel caso particolare che la forma B sia totalmente definita; supponendo in- 
vece che si abbia a^,, + ^v/x = (e quindi la forma A sarà ancora di Hermite, 
ma di seconda specie, la B di prima e totalmente definita) si ottiene per la 
(20 p) un'equazione con tutte radici immaginarie pure{**). 

17. Conviene studiar direttamente quest'ultimo caso, che conduce a ri- 
sultati interessanti. Siano dunque ancora A e B due forme di Hermite nelle 2 n 

variabili rr», rr»; e la B sia di prima specie e non indefinita; la A sia invece 
di seconda specie. Ci riduciamo subito al caso già studiato, in cui le A e B 
sono ambedue di prima specie, cambiando nella (2) u in i6j e quindi divi- 
dendo per t** il primo membro. Infatti in tal guisa la B rimane immutata, 

la A si cambia nella — A che è di prima specie; donde appunto segue che 

t 

l'equazione Z) (w) = ha tutte le radici immaginarie pure. 

Se inoltre le due forme A e B si suppongono a coeflScienti reali, cioè 
la A si suppone reale ed emisìmmetrica, la B reale, simmetrica e non inde- 



(*) Brdinxon ed Hirtsch, (note citate. Teorema II' e II). Non è forse inutile osservare 
a questo proposito che il teorema superiore fu pubblicato da me nella nota ricordata ai 
Lincei del luglio 1902. 

{♦*) Piìigeneralmente, ove sia<7/iK=c«^ . fly/t con reale, le radici della (2) sono si- 
tuate sulla rotta che fa coli' asso reale un angolo uguale a--. 
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glianza della forma : 

» 

e quindi : 

5^ un valore positivo u annulla una delle Gì^...ì^{u)^ due qualunque 

(^ii''*ikìiku (^*)> ^«»— 4j4*t (•*) {^^ ^^^^ contenute) hanno per quel valore di u 
segni uguali; due qualunque che la comprendono hanno invece valori di segno 
contrario. 

Indichiamo con Gi^{u) una delle funzioni G corrispondente ad un mi- 
nore principale di ordine n— 1. 

Si ha facilmente (cf. n.* 8, 6) che per ogni radice positiva u della 

Tjr/ r \ 

H{u) = 0^ il rapporto fyTfl ^^ ^^ segno contrario a quello della forma B. 

Se quindi indichiamo con yj l'unità negativa o positiva, secondochè la J? è 
positiva negativa, e poniamo 

.,* Gi^...i, («) = F,. ....-, («), (24) 

la successione di funzioni 

H{u\ Hi^ (w), ff,.,. (w) • , . Fe- ...,. (u> . (25) 

(dove i^...in è una determinata permutazione degli indici 1, 2,... n) costi- 
tuisce per la H(u) = una successione di Sturm per le sue radici diverse 
da zero (e positive). 

Un ragionamento del tutto identico a quello del teorema IV (n.° 8) di- 
mostra infine che : 

Due qualunque equazioni 

che risultano da due minori principali del determinante (2) di cui Vuno sia 
contenuto nelValtrq^ hanno radici tutte reali e che si separano a vicenda. 

Se infine la forma B 6 indefinita e p è la sua caratteristica, Inequazione 
IJ(u)==0 non può avere piti di o radici che non siano reali e positive. 



.^ • • .'^*^',*, •:* itlfl 'ff.Ai^ % *• ;#£J3;#< 



>- , ^pirutfi 'i\4> ^^f^a^ti^fit^t ytif^t-nti -^WSkipr^i 



V 1 



•'Y 



^// 






^A.,, i'^i',. •- ^ "*/''„. • '''>;^.^y; -"', '/• ---I. ? — » * 



.T. 



i; yy^r "'«'H;»^/^"*. v»n A ''r v-»Aft * '^y^" ff^'\ ft/m lulU nmUt: at 

///; 2h'f'", y'''f f '"'f ; '".ìCiyf", /•; = ©, 



''/ 



dull 



<' i\u<>.i I. ^.iiiiiii >• \» ti-t/,it M<!(irii</rio l'fidM (Ittll'altra cambiando (• in — . 



' ; .:.< 
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19. Siano ora le A^ B^ C tre forme di Hermitb di prima specie: l'e- 
quazione (2) avrà allora i coefficienti reali; e se o>, «p-j-ij, co, =|) — iq 
ne sono due radici complesse coniugate, come al n.^ 5, si vedrà che nelle 
corrispondenti equazioni (3) le x^^\ y'^^\ yj\ x^^\ possono supporsi complesse 
coniugate: le (4) a), 6), e) danno allora, fattovi r=l, 5 = 2: 

(a) B(x<^\ flc('))+pC(x(^\ ^(•)) = o, ] 

(b) A {x^'\ i<0) - (p^ J^ qt) C (a;(»), x^'O = 0, ( (5) 
(e) p A {x^'\ x^'^) + (p* 4- 5») B (x^'\ i<*>) = 0. 

Sia invece co una radice reale della (2); derivando abbiamo, con nota- 
zioni analoghe a quelle del § 6 : 

E' {r^) = 2 i^v {b^. + 0) c^.) E^, (co) • (6 ) 

ma, come al n.^ 6, si può porre : 

E^,{u>)=±p^.p. (7) 

e quindi anche sarà : 

E'M=±2\B{p, p) + «C(p, p)}. (6') 

Poiché infine per (ù reale, un qualunque minore principale del determi- 
nante E{(ù) è ancora reale, due minori coniugati sono complessi coniugati, 
dalla uguaglianza : 

^/..v..'* M . Ei^,„i^i^,,i^,^ (w) = Ef,,„i,i^,^ (w) . Ei^,„i^i,,^ (w) — ) 

seguono delle proprietà affatto analoghe a quelle del n.^ 7. 

20. Consideriamo ora alcuni casi particolari. 

a) Una delle forme estreme^ ad es. : la C sia definita, (ove lo sia la 

yl, basta cambiare w in j; le (5) (a) (ò) danno allora immediatamente (cf. 

anche n.° 16). 

La parte reale di una radice complessa della equazione (2) è sempre 
compresa tra la massima e minima radice dell'equazione in X (a radici tutte 
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reali) : 

ft/*y + A r^v I = ; 



il quadrato del modulo tra la massima e minima della equazione in 7 (ancora 
a radici tutte reali) : 



a^v — (7 r^v I = 0. 

b) Sìa definita la forma intermedia B\ un teorema affatto analogo si 

ha dalle (5) a) e) per le quantità - » -~ • 

e) Due consecutive delle forme A^ 5, C, ad es. : jB e C siano ^ar- 
ziahnente definite rispetto a due gruppi di variabili complementari; cioè se 
la i? è definita rispetto alle ar^j, a:^t,... ar/^^ , la C rispetto alle Xk^^ a:^t,... 
^hmì tra ^ Xh^. . . Xhi , Xhi> .. Xk^ si trovino tutte le x^Xt . . » Xn ; dalla (5 a) 
si ha allora: 

Le radici complesse della (2), non immaginarie pure^ hanno la parte 

reale di un medesimo segno [quello di -Tr)* 

Se inoltre, nella stessa ipotesi è |) = 0, cioè si ha una radice della equa- 
zione (2), immaginaria pura, deve essere per essa B {x^^\ a;^*^) = 0; e quindi 
Xf^^ = Xhf=' ' ' ' '^'^ Xhi'^O: una tale radice deve quindi (cf. la nota al n.^ 2) 
annullare la matrice che si ha dalla (2) sopprimendovi le righe (0 le colonne) 
Al, A,,... hi. Ne segue che la (2) può esser liberata, con procedimenti ra- 
zionali, dalle sue radici immaginarie pure ; e per l'equazione così ottenuta 
varrà allora il teorema superiore per qualsiasi radice complessa. 

Ancora nelle stesse ipotesi, dalle (6') ed (8) si ha: 

Una radice reale e multipla della equazione (2) ha il segno di —— 

rende il determinante E{oì) di caratteristica minore di n— 1. 

Se la B e C hanno ugual segno (segno contrario) e si indica con e Vu^ 
nità positiva negativa^ secondochè il segno di B è positivo negativo, 
posto : 

^ir"ik («) = ^^ • Ei, ,.ik (w) (9) , 

la successione 

E (o)), E,., (o)), E,v-, H , . . . E.v...-. W (IO) 

è una successione di Sturm per le radici reali e positive (negative) della 
equazione (2). 
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Ne segue in particolare che il loro numero non può superare n. 

d) Le forme estreme A e C sian parzialmente definite e di segno con- 
'ÉTaric rispetto a due gruppi complementari di variabili : la (5 b) non può al- 
lora aver luogo se non per a?, = a*, = • • • = a^n = 0, il che è assurdo. Allo 
stesso risultato si perviene quando le A e C, ancora parzialmente definite e 
<3i segno contrario, possono ridursi con una stessa sostituzione lineare sulle x 
<^e la complessa coniugata sulle y) a contenere le stesse variabili .r, rcj . . . o^/t 
^ rispetto a tutte queste l'una o l'altra delle due forme A e C sia (totalmente) 
c3efìnita. 

Supponiamo infatti, come evidentemente si può, eseguita una tale ridu- 
.zìone; per la (bh) una radice complessa (e quindi non nulla) della equa- 
zione (2) dovrebbe dare t[^^ = x[^^ = - - - =x'J^ = 0^ e quindi annullare la 
imatrice delle ultime n — le righe (o colonne) del determinante £'(w): ma 
cjuesta matrice, a meno del fattore w** * è indipendente da w ed il suo an- 
nullarsi porterebbe di necessità l'annullarsi identico del determinante -E(w), il 
che naturalmente escludiamo. Adunque : 

Se le due forme estreme A e C sono parzialmente definite e di segno 
contrario rispetto a due gruppi complementari delle variabili .e, . . . a*,» oppure 
{^ancora non indefinite e di seguo contrario) son riducibili a contenere le 
stesse le variabili. Inequazione (2) ha tutte le radici reali. 

e) Sian soddisfatte le condizioni antecedenti, e di più la forma inter- 
media B sia anche essa definita totalmente o parzialmente. I risultati che 
precedono possono allora precisarsi ancora di più. Da e) segue allora infatti 
cìhe la successione (11) fe in questo caso u)ia successione di Sturm per le ra- 

c3ici positive lo negative, secondo il segno di — -j della equazione (2); ma 

mbiando w in — > poiché le C ed A hanno per ipotesi segno contrario, una 

uccessione del tutto analoga può costruirsi per le sue radici negative (po- 
itive). Adunque: 

Nelle ipotesi precedenti^ se anche la B è definita^ Inequazione (2) ha tutte 
fé radici reali ed n positive ed n negative. — E inoltre possibile costruire 
li minori principali del determinante E {u) due successioni di Sturm, Vuna 
le radici positive^ Valtra per le negative della equazione stessa, 

f) Le forme estreme A q C siano ancora di Hermite e di prima specie, 
la B sia invece di seconda specie; ponendo ck) = t^, la B si cambia in una 
forma iB di prima specie, la C in — C. Ne segue in particolare (cf. d): 
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Se le forme estreme A e C sono parzialmente definite (nelle ipotesi d) 
ed hanno ugual segnOy la B è invece una forma di seconda specie, l'equa- 
zione (2) ha tutte radici immaginarie pure. 

Se in particolare le yl, J5, C hanno coefiBcienti reali e quindi è 
afi^^=a^fij Cfi^ = c^nj è.ttv + 6v/i = 0, la equazione (2) ha i coefficienti reali: 
ponendovi quindi 

w' = — w, 

si ha da essa un'equazione H («) = che ha radici tutte reali e positive. In 
questo caso inoltre ogni minore principale è una funzione razionale intera 
in Uy e tale è ancora, e sempre positiva per u reale e positivo, il pro- 
dotto di due qualsiasi minori coniugati; ne segue (cf. n.*^ 17) che la suc- 
cessione (10) (fattovi w* = — w) costituisce per l'equazione J7(tt) = quella 
che si dice una successione generalizzata di Sturm. 

21. A risultati degni di nota conducono ancora le considerazioni se- 
guenti, per quanto affatto diverse da quelle che precedono. 

Essendo ancora A^ B^ C tre forme di Hermite di prima specie, si sup- 
ponga la C definita (totalmente), ma non si pongano altre limitazioni. Se dX- 
lora|? + ig è una radice qualunque della equazione (2), potremo determi- 
nare n quantità ar,, r,,... ^n, non tutte nulle, tali che valgano le (3 a), cioè 
le equazioni : 



n 



2MÌfl'/'v + 2(;) + J9)èj.,-f-(2) + »5)»rj„.,|arj.-=0, (v= 1, 2,... n). (11) 
In queste equazioni cambiamo t in — i\ esse diventano : 

n __ 

lSv(«/i. + 2(^ — e3)i^> + (p — i5)*r^,)a:v = 0, (fx=l, 2,... n). (11) 

Moltiplichiamo allora le (11) per Tv e sommiamo rispetto a v da 1 ad w, 
moltiplichiamo la (11) per x^ e sommiamo rispetto a fx da 1 ad n; sommando 
e sottraendo i due resultati, abbiamo le due relazioni : 

V 

(o) A{x,x)-\-2pB (x, X) + if - 3») C(x, i) - / 

> (.1^) 

{h) 2(?iB(T, "tc)+pC(rr, x){=0. ) 

Sia ora q ='= 0, cioè si consideri una radice complessa della equazione (2) ; 
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ne segue insieme: 

p=-^; 5' = — c' — (13) 

La prima delle (13) non dà nulla di nuovo, non così la seconda; essa 
infatti è assurda quando per qualunque sistema di valori delle ar, , rr?,... Xn si 
abbia sempre : 

AC--B' = A{x,^) C{x, x)-\B {x, x) J' ^ 0. (14) 

Ne segue il teorema: 

a) Se le A, By C sono forme di Hermite, V ultima delle quali definita, 
che soddisfano alla condizione 

A C-jB«:^0, (14) 

Inequazione ^ (cw) = ha tutte le radici reali. 

Sia invece q = 0j cioè si consideri una radice reale della equazione (2), 
la prima delle (12) dà allora: 

A + 2pB+p'C=-0 

risultato assurdo, quando sia B* — AC<iOy per tutti i possibili valori delle 
r, . . . Xn . Adunque : 

b) Se nelle ipotesi superiori^ si ha invece: 

AC—B'>0, ' (15) 

V equazione JF(ck)) = non ha radici reali. 

In ogni caso poi le (13) dimostrano che: 

e) La parte reale ed il coefficiente delV immaginario di una qualunque 
radice della (2) possono sempre limitarsi. 

Dal teorema a), segue come caso particolare quello del n.^ 20 rf). Più 
generalmente si osservi che la disuguaglianza (14), (la (15)) varrà certa- 
mente quando la massima (minima) radice della equazione |a^, — (7r^^|s=.0 
sia inferiore od uguale (maggiore) del quadrato della minima (massima) ra- 
dice del^altra equazione | ò^, — «p c^^ \ = 0. 
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VII. 



22. Volendo trattare di un sistema di due equazioni con due incognite, 
consideriamo due reti proiettive di forme bilineari in 2 n e 2 m yariabili ri- 
spettivamente : 

M 

(a) i A + ri B + K C = ^^{^ a^» + >? 6^» + C c^,^) x^ y» 

1 

((X, v=l, 2,... n) ^ 

(1) 

(6) iD + nE+KF = 2,rs{^drs + yiers + t;frs)urVs \ 

1 

(r, s = 1, 2,.... m) / 

corrispondendosi nelle due reti due forme con uguali (proporzionali) valori 
delle f, >7, f. Due forme corrispondenti saranno ambedue specializzaiey quando 
le I9 riy K soddisfino insieme alle due equazioni (che in generale avranno i 
gradi n ed ut): 

5f($, >j, = l«M»^ + V>?-f'^A*v^l = ^ (P» ^=1) 2,... n) ) 

A(|, >J, C) = lrfr,$4-^r,>? + /"r,C| = (r, S = 1, 2 , . . . TW). j 

Sia wa^da, >7a, Ca) Una radicc del sistema di equazioni (2): ciascuno 
dei quattro sistemi di equazioni lineari omogenee nelle incognite x^^\ y^*> 
«(*), t;(*) rispettivamente: 

(a) £* (a^,, e. + 6^v )?« + c^» UX^ = 0, (v=l, 2,... n) \ 

{h) 2v («Mv $« + è^. >?* + c^. C«) yt"> = 0, (f^=l, 2,... n) 

! (3) 

(e) 2r(rfr,4. + ^r,>?.+/r,?.)<«^ = 0, (s = 1, 2 , . .. f») 

1 

{d) 2.(d,, I. + ers ria + frs U) v["^ =0, (r = 1, 2 , . . . fw) ' 

ammette allora delle soluzioni non identicamente nulle. 

Se w/i (;^, )j|8, ?/i) è ancora una radice del sistema (2), procedendo 
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come al n.^ 4, si hanno le due relazioni 

/ {U yj^ - h no) 1^. iuv ojjr^ y</^ + (I. K^ - 1^ Ka) 2^v c^. a:J?) y^^^ = 0, 

(fi, v = J, 2,... t;) 

($« n^ - $/J >7.) 2r, ers U^^' Vf + (I. t^ - l/j C«) 2r, frs «1?^ vi'^ = 0, 

(r, 5 = 1, 2,... m) 
e quindi, 5^ /e due radici &>« erf w^ sono diverse^ cioè se i due determinanti: 

$« >7/Ì — ^fi >7« S« t/i — S^ Sa 

non sono tutti due uguali allo zero, deve aversi la relazione fondamentale: 

B (a:(*) i/f^O F (m^*), t;(^)) — G (a;^*) y W) JE7 {n^^\ v^?)) = 0. (4) 

23. Supponiamo ora che le sei forme date sian tutte di Hermite e di 
prima specie, (ugualmente sarebbe ove fosser tutte di seconda) : le equazioni (2) 
hanno allora i coefficienti reali e quindi le loro radici complesse sono a coppia 
coniugate. Siano allora w, =(||, m^Kì)) W| = (|,, >;,, Ct) due tali radici com- 
plesse coniugate: dalle (3), fattovi successivamente a == 1, a ==2, si ha subito 
che fuò prendersi : 

5^2) ^ yiX) . 1^(2) ^ ^(1) . -^(2) ^ ^1) . «(2) _ I^iX) ) 

(,x — 1, 2,...n; r = l, 2,...m); ) 

ponendo quindi nella (4) a =» 1, /3 = 2 e sostituendo i valori precedenti, si ha: 

B {x^'\ ^<*>j F{u^'\ u(«)) _ C(a;<0, ^(0) j5(mO) ^d)) = o. (6) 

Supponiamo ora che due forme corrispondenti, ad es.: la fi e la £7, sian 
definite e scriviamo la (6) al modo seguente : 

F{u^^\^^^^) _ C(x^\ gO) . g, 

E(u'\ M«0 ^i^''\ «'*0 ' 

se invece vi sono due forme dei due sistemi definite, ma non corrispondenti, 
ad es.: la B e la F^ scriviamo invece la (6) sotto la forma: 

C{x<^\ x^^) E{u'\ w*0 



1. (6") 



Consideriamo ora le due equazioni (a radici tutte reali): 

(a) |r^v + ^6/.vl = (pi, y=l, 2,... «) ) 
{b) l/r. + rc,,| = (r, 5-1, 2,... m). ) 



(7) 
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Se I intervallo compreso tra la massima e minima radice della (7 a) è 
completamente esterno all'analogo intervallo per la (7ò\ la (6'), la (6") e 
quindi la (6) non possono mai aver luogo, anche quando in essa le x e le ii 
si prendano affatto arbitrariamente, purché (le une e le altre) non tutte nulle. 
In questa ipotesi deve esser dunque necessariamente : 

In particolare questo accadrà^ quando tutte quattro le forme Bj (7, E^ F^ 
sian definite e tre abbiano un segno, una il segno contrario: in tal caso infatti 
le radici di una delle (7) son tutte positive, quelle dell'altra tutte negative, 
il che evidentemente soddisfa le condizioni superiori \^). 

Poniamo ora: 



(9) 



$. = ;+»;; >ji = »j+m; c. = ?+«$; ; 
5f = I — * « ; >7i = >2 — M ; Ct = C — K ; ; 

dalle (8) si ottiene: 

r ^'' - r' >?' = j r «" - r ' e' = o. (lO) 

Facciamo in queste successivamente : 
i) ;' = 1, f* = 0; ne segue )2''=r^" = 0, e ponendo >7 = (a, ^=^5, ^ 

i) v = i, >7"«o; « r = o, rr-0, « 1 = 0,, C = 5, } 

otteniamo i due teoremi : 

Se le forme A^ Bj C^ Z), jE, F sono forme di Hermite di prima specie j 

le prime tre nelle 2 n variabili Xy x, le altre nelle 2 tn t/, u ; s^ e/t/^ ^ra esse 
forme, ad es.: la B e la E, (la B e la F) sono definite; se sono infine 
soddisfatte le condizioni relative alle equazioni (7 a), (7 b) : 
a) Il sistema di due equazioni dei gradi n ed m : 

<f (o) e) = I d^, + è^v 0) + r^v 5 1 = {[J^y i' = 1 j 2 , . . . n) ^ 

iKa)e)~Irf,, + e,.a) + /;,5|=0 (r, 5=1, 2,... m) ) ^^^^ 

nelle due incognite a>, 6 ha tutte le radici reali. 



(*) La relazione (0) porta ancora di necessità V annullarsi di tutte le .r, o di tutte 
le ti, quando una di osse quattro forme, ad es. : la C, sia identicamente nulla e le due B, F 
gian definite; ma come subito si riconosce, non si ottiene cosi niente di essenzialmente 
naovo. 
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b) Indicando con (w, 6) una soluzione del sistema : 

X(w, fi) = la^vw + V + r^v5| = ((/, v= 1, 2,... n) ) 

Il "^ 1 

a (w, 5) = |rfr. « + ««+^.^1 = (r, s = 1, 2,... »») ) 
la a è reale, ed ove non sia nulla, anche C è reale. 

24. Le forme B^ G\ E^ F siano ancora di Hermitb e di prima specie; 
le .4 e D siano invece di seconda. Ci riduciamo al caso antecedente, cam- 
biando l in f I, ciò che fa lo stesso, >? e C in i>7, «?. 
Adunque : 

Se le forme B, (7, E^ F sono di Hebmite e di sprinta specie^ le A e D 
di seconda^ e le B, (7, E, F soddisfano alle condizioni del n.^ 23j si ha : 
a) Le due equazioni 



(f (w, 5) = I a^v + ^/tv « + t^/*v ^ ! = I 

> 

hanno tutte le radici immaginarie pure. 

b) Se («I), S) è una soluzione del sistema : 

f^ (o), 5) = 1 0/,, 0) + 6j», -f e^, 5 I =s 



(14) 



(15) 



la (ù è un immaginario puro; ed ove non sia nulla^ 8 è reale. 

Ancor più particolarmente supponiamo che le sei forme date abbian coef- 
ficienti reali, e quindi le ^ e D siano emisimmetriche, le B, (7, E?, F simme- 
triche; e sian sempre soddisfatte le condizioni del n.** 23. 

Le equazioni (2) hanno allora i coefficienti reali e rimangono immutate 
cambiando $ in — ; ;o, ciò che è lo stesso, >? e { in — >?, — S). 

Poniamo allora : 

$-1, >; = a,, 5 = 0)5; (16) 

cambiare il segno di >? e ? equivale a cambiare il segno di o : ciascuna di 
esse equazioni contiene dunque le potenze pari di w: posto dunque &)• = — m, 
e divisa eventualmente alcuna di esse equazioni per ca, si ottengono così due 



-J 
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equazioni : 

G(u, $) = 0, H{uy e) = Oj {11) 

tali che, a causa delle (16) e del teorema che precede, in qualunque loro so^ 
luzione (tt, 6\ u e 6 sono reali ed inoltre u è positivo. 
Oppure poniamo : 

1 = 0), „ = !, ^ = e (18) 

e facciamo ancora w' = — w ; si otterranno due equazioni : 

M{ue)^0, N{ue) = (19) 

tali che in una loro soluzione {u 9) u è reale e non negativo e, ove u sia di- 
verso da zero. 6 è reale, 

Pisa, Dicembre del 1902. 



Sui numeri composti P^ che verificano 

la congruenza di Format 

a""-^ = 1 (mod P). 



(Di Michele Cipolla, a Palermo.) 



Il ne faut pas toujours se hdter de eonclure 
par induction dans Tétude des propriétés des 
nombres. 

E. LucAS. 



I 



n uno scritto cinese del tempo di Confucio (VI-V sec. a. C.) si legge 
che il numero 2p — 2 è divisibile per p^ se p è primOj e soltanto quando p 
è primo (*). 

La prima parte di questa proposizione è il teorema di Fermat nel caso 
particolare di una base eguale a 2, la seconda è stata riconosciuta falsa. 

Già fin dal 1876 il Lucas (**) aveva fatto osservare che non sussiste il reci- 
proco del teorema di Fermat, notando che il numero composto 2701 = 37 . 73 
verifica la congruenza 2"°^ = 1 (mod 2701). 

La questione fu risollevata nel 1898 dal Tarry neWIntermédiaire des 
Mathématiciens (***) e in risposta furono segnalati dal Franel i numeri 
2047 = 23.89, 2701, e dal Korsblt il numero 645 = 3.5.43, i quali ve- 
rificano tutti il teorema di Fermat alla base 2. 

Appartiene allo stesso anno una Nota del sig, L-H. Jeans (***^*), nella 



(*) RousK Ball, Recréations et problèmes mathématiques^ trad. par I. Fitz-Patrick, 
(Hermann, 3.» ed., 1898, pag. 5:J). 

(**) Congrés de Glermont-Ferrand, 1876. 
(***) V. (1898), pag. 260, (1401); VI (1899), pag. 142-4, 
(****) Jkans, The converse of Fermat's theoretn^ (Messenger of Matli., XXVII, pa- 
gina 174). 
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quale ai accenna ad un metodo per trovare le soluzioni della congruenza 

2'->_l=0 (moàF)y (1) 

i|uando P non è primo. L'Autore non entra nei dettagli del suo metodo; 
doliliiamo piiif) OHHorvare che parecchie soluzioni sfuggono alla sua investiga- 
zione. (Job) le Holuzioni della (1) inferiori a 1000 non sono soltanto le due 
iUl -^ 1 1 . «il, U45 = 3 . 5 . 43; ma a queste bisogna aggiungere una terza: 
561 -^ :ì . 1 1 . 17; e alle altre soluzioni deirAutore costituite da 2 fattori primi 
di cui uno non Huperiore a 31, cìo^ 

U187 — 1» . 73, 43ti9 -> 17 . 257, 4681 = SI . 151, 10261 = 31 . 331 

liinognu aggiungere i numeri 

2t)47 — 23 , 8», 3277 = 29 . 113, 15709 — 23 . 683. 

N(ii otterremo quento soluzioni con un metodo che può applicarsi in gè- 
hitialo alla ricerca dei numeri composti P, che verificano la congruenza di 

a'*»- 1=0 (modP) (2) 

ud una bubu a qualunque, risultando inoltre dalle nostre considerazioni Tesi- 
bluuza ili infiniti numeri comporti che verificano la (2) ad una base a pre- 
btaUlita. 

Noi liKolvorouìo ancora il problema dì ricercare le basi alle quali un 
daltk nuuuno P oompOvSto voritìca la congruenza di Fkbx^t, e dimostreremo 
i-.hp bu r 6 un numero dispari diverso da una potenza di 3, esistono sempre 
(tabi (i divorbo da l o ~ l, per le quali ha luv)go la t2>. dando i criteri per 
i ioouuiioovo, no /' è un numero pari, se la congruenza (2) è possibile con 
babi a viivoitio da \^ o nel caso che Io sia> per trovarne le radici. 

Uuo»ti vÌHuUati confermano innanzi tutto che il verificarsi della con- 
yiUon/«a ^2> non ^ ui»a condizione sufficiente per asserire che il numero Fé 
piano, e cho por conseguenza il teorema di Fkeuiat non può servire in ge« 
noralo alla licorca dei numeri primi. 

In oaiii astiai speciali^ ove si assegnino particolarissime condizioni alla 
l'ovtua del numero P può Tappiicazione del teorema di Febmat, ad una base 
eonvenionton^ento scelta, fornire un risultato non dubbio sulla natura del nu- 
mero P. K eoiù per es*, che in conseguenza del teorema del Lucas *»: 

l*) 0\Mi;j'r^>:i ilo Oloruu>ul*KorraaU, LS?tj; v. uuciie Ll'c.\^. T^tont jVct Momiires. 
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Se a è primo con P ed è 

«'^-1=1 (mod P) 
senza che sia 

a^ = l (mod P) 

per un divisore d qualunque di P — 1, il numero P è primOj 
si ottengono i seguenti teoremi: 
Se p è un numero primo: 

Condizione necessaria e sufficiente perchè il numero 2 p + 1 sia primo 
è che sia 

2'P = 1 (mod 2p + l)] 

Coìxdizione necessaria e sufficiente perchè il numero 4|)+ 1 ^^^ primo 
è che sia 

2*P = 1 (mod 4/>+ 1); 

Condizione necessaria e sufficiente perchè il numero 6 ^ -|- 1 sia primo 
è che sia 

2'P = 1 (mod 6 p + 1) ; 

Condizione necessaria e sufficiente perchè il numero lOp + 1 sia primo 
è che sia 

2*«P = 1 (mod 10^+1); 

etc. E in quest'ordine d'idee può farsi rientrare ancora il teorema: 

Condizione necessaria e sufficiente perchè il numero 2*" + 1 ^^^ primo 
è che sia 

3»*""* + 1=0 (mod 2*" 4-1) 

(LucAs, Proth)(*) e i teoremi analoghi del P. Pépin (**), che si ottengono 
da questo sostituendo alla base 3, il numero 5 e il numero 10. 

Come vedesi, sono criteri, nei quali non soltanto la forma del numero P, 
ma anche la scelta della base è specialissima. Un criterio generale, per tutti 



(*) Nouvelle Corresp. de Maih.^ 1878, t. 4, pag. 210; Comptes RetìduSy t. 87, 1878, 
pag. 374. Il teorema trovasi anche enunciato nella prefazione alla Théorie des Nomhres 
di E. LucAS, ma un errore di stampa lo ha messo in contraddizione col teorema di 

P^ERMAT. 

(**) PÉPiN, Sur la formule 2^" -f 1, Comptes Rendus, 1877, 2.** sem. pag. 320. 
Annali di Matematica, Serie HI, tomo IX. 19 
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\ numeri P, per una base data, non potrà mai stabilirsi. K così il sig. Giro- 
LIMO Leti in una Nota comparsa negli Atti delVJstituto Veneto C) eiTonea- 
meiite opina che si possa riconoscere se numero F aia primo o composto sol- 
tanto dal decidere se il numero IO'*'— 1 è diyisiliiie o no per P. L'Autore 
invero mette innauzi l'opinione che dice confortata da un numero grandis- 
simo di prove fatte cbe u le sole eccezioni al teorema reciproco si possano 
trovare nei numeri composti di tutti 3, di tutti 9, di tutti 11, o di tutti 7, 
o in quelli composti di un numero dispari di 1 n, e che so vi fossero altri 
nnmerì non primi verificanti il teorema reciproco, « sarebbero facilmente ri- 
conoscibili per non primi, e quindi inutile sarebbe tentare la prova bu di essi n. 
Ma fra ì numeri composti, che verificano il teorema di Fermìt, alla 
baae 10, possiamo citare i numeri 

91, 259, 4Ó1, 481, 703, 7981, 12883, 2463661, ecc., 

per taluni dei quali i metodi attualmente conosciuti di decomposizione in fat- 
tori primi, sarebberi), se non insufficienti, assai penosi. 

Recentemente (**) il sig, Jolivald, osservando cbe il numero compostu 2047 
pur verificando la congruenza di Fermat a base 2 non la verifica a base 3, 
sollevava la questione di ricercare se mai esistessero numeri composti P pei 
quali 2^* — 2, e S**— 3 potessero essere entrambi divisibili per JP, e in ge- 
nerale se ciò fiotesse accadere per i numeri m^' — w, »'' — », 

Risulterà dalle nostre considerazioni che esistono sempre numeri P pei 
quali ciò avvenga ; p. es. i numeri 

2701 = 37 . 73, 59241 = 157 . 313 

verificano il teorema di Ferhat a base 2 e 3. 

Dimodoché anche questo metodo, vagheggiato dal sig. Jolivald, non è 
atto ad assicurarci sempre se un dato numero sia primo o composto. 

Noi crediamo che il teorema di Fermat sia stato considerato sotto un 
falso punto di vista, dal quale piti non costituisce una proprietil caratteristica 
dei numeri primi. In verità la parte essenziale del teorema di Fermat cou- 
siste in ciò che la congruenza 

qp-i __ 1 = (mod p) 
ha luogo per tutti i numeri a inferiori a p. Questa ò una pro]>rietà che ca- 



(•) «. 7.', t. IV (I892-;J), pp. 1816-12. 
(*•) InU^rmèdiau-e tk-i Malli., t. IX, 1902, pag. 258 [242; 
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ratterizza i numeri primi, e perciò que^a sola è atta a fornire un criterio 
(poco pratico del resto) per riconoscere se un numero è o no primo. 

Nel senso da noi dichiarato, il teorema di Fermat ammette la reciproca, 
ed è grazie a questa proprietà e alla sua forma speciale che tiene il predo- 
minio, in tutta la teoria delle congruenze. 



§1. 



Del Gaussiano. 



È noto che se a è primo con P, la congruenza 

a* = 1 (mod P) 

è sempre possibile, e se a è il più piccolo fra i numeri che la soddisfano, 
tutte le altre soluzioni sono multiple di a. Si suol dire che a appartiene al- 
l'esponente a (mod P)\ noi diremo anche, modificando una denoininazione in- 
trodotta dal LucAS, che « è il gaussiano di P alla base a, scriveremo 



a 



Per procedere allo studio dei numeri composti, che verificano la con- 
gruenza di Fermat, ci è necessario premettere alcuni teoremi sul gaussiano. 
1. Teor. 1.° Se 'p è un numero primo dispari^ e 



gSS p = a, 

a 



e inoltre p^ è la piti alta potenza di p che divide 

a* — 1, 
allora si ha 



^ ( a, se m ^ n 
gss p*^ = ' 



Se m ^ «, è evidente che 



\m 



gss p^ = «, 

a 
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Se m > w, dair identità 

6i deduce subito che a^'P' — le divisibile per 2)**+* e non per una potenza 
superiore. Dunque 

a 

2. Il gaussiano di una potenza di 2 alla base a (dispari), si può so- 
bito assegnare, perchè esso dipende eschisivamente dalla parità di a — le 
a 4- L Si hanno a tal uopo i teoremi seguenti : 

Teor. 2.^ Se a — 1 è il doppio di un numero dispari e 2^ la piò alta 
potenza di 2 che divide a -{- 1 (e però n > 1), si ha 

gss 2 = 1 



a 



ggg2- = ( 1, sem-n 
a / 2^-*», se m > n. 



Teor. 3/" Se a -{- i è il doppio di un numero dispari e 2^ la più alta 
potenza di 2 che divide a — 1 (e però n < 1 ), si ha 

^ 1, se w i^ n 



gss 2^ = 
a ( 2^-^^ se m > n. 



Questi teoremi si dimostrano facilmente. 

Poiché in entrambi i casi è n>l, si ha che il gaussiano di 2*", per 

m>2, non supera mai y(2^) = 2^-*, ed è uguale a 2^~* nel caso che 

a -f 1, ovvero a — 1 sia il quadruplo di un numero dispari. 

3. Indichiamo con M{u^ t;, t(;,..., z) il minimo comune multiplo dei 
numeri w, r, w^..,^ z. La ricerca del gaussiano di un numero composto è 
fondata sul seguente teorema : 

Teor, 4.^ Se w, m,..., r sono numeri primi fra loro a due a due, 

si ha 

gss {mn . . .r) = M (gss m, gss n , . . . , gss r). 

a a a a 

Infatti, è chiaro che si ha 

a^'sl (mod. m), (mod. n),..., (mod. r) 
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e poiché i moduli sono primi fra loro a due a due : 

a^^l (mod. w w . . • r). 

E il gaussiano di mn...r dovendo dividere M ed essere multiplo dei 
gaussiani w, n,..., r, e quindi del loro minimo comune multiplo Jlf, è pro- 
prio M. 

Noi diremo che un numero a, non divisibile "per il numero primo p, è 
radice d'ordine v di jp, se essendo a il gaussiano di p a base a, p'^ è la pia 
alta potenza di p che divide a* — 1, 

Indichiamo ora con e{x) una funzione numerica che sia eguale a zero 
per X ^ 0, e uguale a x per x > 0. 

Sia inoltre a primo col numero 

P =- 2*^ p;"» j)';»» . . . p^^ 

e ai sia il gaussiano di pi alla base a, radice n/.***'*** di pi . Allora il gaus- 
siano di P, alla base a, è (teor. 1.*", 4.^): 

3f(gss2^, a,p{^'"^''**'\ «iP*/"'*"'''*\..., ak pi^'""'"**''^). 

a 

4. Da ciò che precede risulta che la ricerca del gaussiano di un nu- 
mero qualunque P alla base a (prima con P) è ricondotta alla ricerca dei 
gaussiani dei suoi fattori primi e alla determinazione dell'ordine di multipli- 
cità della base a rispetto a questi fattori primi. 

Ora il gaussiano di un numero primo si può ottenere facilmente quando 
si possiede una tavola di indici rispetto a questo numero primo, mediante il 
seguente 

Teorema 5.^ J7 gaussiano di un numero primo p alla base a è uguale 
al quoziente della divisione di p — 1 per il massimo comun divisore di p — 1 
e Vindice di a (mod j), e base una radice primitiva qualunque di p). 

Infatti, se ^ è il gaussiano di p alla base a, sarà 

a^^l (mod p)j 

inoltre se © è una radice primitiva di p, è anche 

^inda = ^ (mod p) 

e innalzando alla potenza g*^^ : 

e però 

g inda ^ (mod p — 1). 
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Se ora (J è il mass. com. div. di p — 1 e inda, si deduce 



e però anche 



5r = o(mod ^-j 



p — l 



§2. 



Condizioni cui devono soddisfare i numeri a e P 

PERCHÈ POSSA AVER LUOGO LA CONGRUENZA a^^* ^ 1 (mod F). 

5. Perchè la congruenza 

a^-i = 1 (mod P) 

possa aver luogo occorre e basta che P — 1 sia divisibile per il gaussiano 
di P alla base a, cioè per 

Jfcf(gS8 2^, a,pf'"*-''»\ a^pf^"'»-"»», . . . , ak pl^*"*'-"'^) 



a 



e perchè ciò avvenga, è necessario che sia 

gss 2^^ = 1, e {nti — ni) = 0, cioè mi ^ ni, 

a 

Le condizioni dunque cui devono soddisfare a e Pj perchè la congruenza su- 
periore abbia luogo sono : 

1.** il numero a rispetto a ogni fattore primo p dispari di P deve ès- 
sere radice d' un ordine non inferiore al grado secondo cui p è contenuto 
in P; 

2.*^ se P e pari e 2*" è la più alta potenza di 2 che divide P, deve 
essere 

a ^ 1 (mod 2*^) ; 

3.° P — 1 deve dividere 

M{ctiy ^», . . . , ah)' 
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6. L'esistenza di un numero a, che fosse radice semplice di tutti i 
numeri primi ridurrebbe assai queste condizioni. Nel 1876 il Proth comunicò 
all'Accademia delle scienze di Parigi (*) la seguente proposizione: 

Se p è un numero primo dispari^ il numero 2^-* — \ è divisibile per p, 
ma non per p% ne per p^ 

Ma l'Autore probabilmente non possedette mai una dimostrazione esatta 
di questa proprietà, che fu oggetto di osservazioni critiche da parte del Lu- 
CAs(**). Queste osservazioni del Lucas non furono pubblicate, ma a noi sembra 
di averne trovato qualche traccia nella sua Théorie des Nomhres^ a propo- 
sito del teorema di Fermat (pag. 423), Egli dice che avviene ma raramente 
che rrP-* — 1 sia divisibile per /)*, così 3*° — 1 è divisibile per 11*. Per a = 10 
il numero 10* — 1 è divisibile per 3* e si è verificato che per a = 10 e j9 
primo •< 1000 non esiste che un solo altro valore di p tale che si abbia 
lOi*-* ^ (mod p*), cioè p = 487 = 2 . 3** + 1. E conclude : ceci montre qu'il 
ne faut pas toujours se hdter de conclure par induction dans V elude des prò- 
priétés des nombres. 

Nel medesimo luogo il Lucab dimostra che non è un quadrato 

che per p = 2, 3, e quindi chiede se esista un numero primo p tale che 
2)"-* — 1 sia divisibile per p*. 

La questione risollevata da recente tìbW Intermédiaire^ non è stata ancora 
risoluta. Se la dimostrazione di Proth fosse vera, si dedurrebbero subito que- 
ste altre: 

l."" Se 2''~^^1 (mod P), P sarebbe primo o costituito da fattori 
primi tutti diversi. 

2.° Un numero di Gauss 2*" + 1 o sarebbe primo o costituito da fat- 
tori primi tutti diversi. 

3.° Un numero di Mersenne 2p — 1 (p primo) sarebbe primo o costi- 
tuito da fattori primi tutti diversi. 



(*) Comptes Rendus, v. Sii (1870). 
(**) L'annunzio della critica del Lucas al teorema di Proth trovasi nei Comptes Ren- 
dus del 1877 (v. 84, pag. 92). 
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§3. 



Dato V3 5rm»o composto P = J57» p^* . . • pj**, piei o dbpau. tsotase iltii i 
5U]nERi « nrcosofeci (mod P;, tau che si abbu a^^^^l «mod P, 



7. La risoluzione dì questo problema è fondata sai seguenti teoremi. 

p 

Teor. l."* *% J>«^ <?^ il mafffs. com. div. di Pr — le 1, 1 mumtri a 

in questione sono tutte le soluzicnii della congruenza 

x"* = 1 (mod ?) 

essendo 3/ il min. com. muli, dei numeri Dp^ , Dp, , - . . , ZJp. - 
Infaui un numero a che Terifica la congruenza 

x'''^ = 1 (mod P) 

d^r*: fUffphriMì^rf, a un diviflore di pr — 1 rispetto al modulo p7% in rirtù 
d^ìh ^.f/fA\7Mìf\(i l,"" e 2,* del ì\." 5. Deve dunque aver luogo la congruenza 

aP'"^=s\ (modj)^") 
dott/l^ 

al'?'-' = 1 (mod j)";!^). 
liWtrH \^fU*^ t:mfix\i\() identicamente 

/>_i^(p«.-i)-£+-^-i 



'/'• 



a devi? altrui verificare la congruenza 



- 1 



a' r-1 (mod p;."'^) 
e quindi anche Taltra 

a''''" : i 1 (mod p?'0 

per f ~ 1 , 2,. -, ^. Se Af fe il minimo comune multiplo dei numeri Dp , 
-Dp, , . . . , Z)p^ deve essere anolio 

a^ .--A (mod //;'») , (mod pj'») , . . . , (mod pi"*) 
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e quindi 

a^~ì (mod P). 

Viceversa, se b verifica la congruenza 

b^=l (mod Pj, 

P— 1, poiché è divisibile per Dp^ , Dp^ 7 • • • ? Dpn è anche divisibile per 3/, 
e però 

b^'^ = 1 (mod P). 
Teorema 2.^ Esistono soltanto 

numeri a incongrui rispetto a P, tali che si abbia 

a^"^ ^ 1 (mod p) 
e sono i resti (mod P) dei numeri 

rfor^ Wriv ^ wwa radice della congruenza 

X ^"^l (mod j?;!'') 

e a^ la radice della congruenza 

p 

Non essendo M divisibile per pr^ la congruenza 

x^ = 1 (mod p,?») 

ha tante radici quante ne ha la congruenza 

x^ = 1 (mod pr). 

Questa poi ha tante radici quante unità sono contenute nel mass. com. 
div. w di itf e Pr 1 ; ora dimostriamo che è 

w = Dp^ . 
Infatti tanto M che pr — 1 sono divisibili per Dp^ e poiché Dp^ è il 

Annali di Matematica, Serie III, tomo IX. 20 



fj 



150 Cipolla: Sui numeri composti P, che verificano 



P 
mass, confi, div. di p^ — 1 e —^ '? i numeri 



p-r 



'r 



Pr — 1 

^ e 



-(—-lì 



Dp,. Dp,.\p', 

sono primi fra loro. Dall'identità 



ileducesi 

/»— l M 



Ora se - - e — .^ — ammettessero un divisore comune, da questa egua- 
glianza risulterebbe che questo sarebbe anche divisore comune a 



Pr — l 

e - 



Dpr 



-- (- - A 



il che è assurdo ; dunque y-- e ^'^ — sono primi fra loro, e quindi Dp^ 

l)pr Upr 

è anche il mass. coro. div. di 3/ e p^ — 1. 

Ne risulta che la congruenza x^^^X (modp*;''^) ha Dp^ radici incongrue 
le quali evidentemente sono le stesse di quelle della congruenza 

x^^ ^ 1 (mod p;!**^). 

E poi manifesto che, se Urw è una qualunque di queste radici, i 
/>p^/^p^ . . . Dp.. resti rispetto a P dei numeri 

P P P 

sono tutte le radici della congruenza 

x^^l tmod P) 

e però anche della congruenza 

x^-i = 1 (moti P). 

Corollario. Se P =^ p q è il prodotto di due fattori primi (inversi p e q^ 
Ut congruenza x^~^ ^ 1 (mod P) ammette D* radici che sono quelle della 
conffrui^ma x**^ 1 (mini pq\ essendo D il mass. com. dir. di p — 1 e q — 1. 
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Ibi 



Se P è un numero dispari, composto di un numero k di fattori primi 

diversi 2>i, V^i" i V^t ^ numeri Dp^, ^p^ì-- y ^Pk ^^"'^ P^^'' ® P^''^ '^ ^^^^" 
gruenza 



X 



p-ì 



1 (mod P) 



ammette almeno 2^ — 2 radici diverse da 1 e — 1. 

Per i > 1 è 2^^ — 2 > 0, per k= 1 cioè nel caso in cui P sia la po- 
tenza di numero primo : P = p*^, la congruenza 

j:1>'"-»£-1 (modjp*») 

ammette p — 1 radici, e perchè ammetta radici diverse da 1 e — ^ 1 occorre 
che sia p — 1 > 2, cioè p = = 3. 

Si ha dunque 

Teor. 3.^ Esistono sempre basi diverse da 1 e — 1 alle quali un nu- 
mero composto dispari^ che non sia una potenza di 3, verìfica la congruenza 
di Fermat. 

Se P è pari, 2)^^, i^p, ,.-, Op^ sono tutti dispari e possono essere in 
particolare eguali all'unità. 

Soltanto in questo caso P non può verificare la congruenza di Fermat 
con una base diversa da 1. 

9, Esempio 1.^ A quali basi il numero 3087 = 3* . 7* verifica il teo- 
rema di Fermat ? 

Si ha A = 2, 2)7 = 2, itf-2. 

Le congruenze x^ — 1^0 (mod 3*), x^ — 1^0 (mod 7^) ammettono 
entrambe le radici 1, — 1. D'altra parte i valori di «, , a,, che verificano le 
congruenze 



sono 



7'a. = 1 (mod 3'), 

ai = 1, 

E però le basi cercate sono : 

7« + 3* . 305 = 1 

- 73 -H 3« . 305 = 2402 

7^ - 3* . 305 = — 2402 
_ 73 _ 3e . 305 £- — 1 



3' ^, ^ 1 (mod 7»), 
a, = 305. 



\ 
1405 \ 



(mod 3087). 



Esempio 2." Trovare le basi per il numero 154 = 2.7. 
Si ha D,= l, 2)7 = 3, D,, = 1. Le congruenze 

x=^l (mod 2), j- = 1 (mod 11) 



li 



* 
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aacm-^uoLO la 3o!a radice 1. La congruenza 0^':= 1 (mcd 7) ha le radici 1, 
2, i. Le basi sono dunque date dalle somme 

7. 11 a, + 2. 11 «,+ 2. 7 «, 

7 . 1 1 «, 4- 2 . 2 . 2 . 1 1 a, + 2 . 7 a, 

7. Il a, + 4.2. 11 «, + 2.7 «, 

pnrché ?<i d»;terminino aiy a,, a^ in maniera che sia 

7 . 11 a, -^ 1 (mod 2), 2 . 11 a, = 1 (mod 7), 2 . 7 «, = 1 (mod 11). 

.Si ottiene 

«, = 1, a«~ 1, «8 = 4| 

e in conseguenza i numeri 



1, 23, 67 



che sono le basi richieste. 



§4. 

Dato il numeko a, trovare tutti i numeri composti l\ che verificano 

LA CONGRUENZA a^'"^ -= 1 (mod P). 

10. Il problema così posto, è indeterminato, perchè dimostreremo al 
§ T) che esistono infiniti numeri composti P che verificano la congruenza di 
Fermat ad una base assegnata. Noi risolveremo pertanto un problema la cui 
applicazione sistematica conduce a trovare tutti i numeri composti in questione 
che non superano un limito assegnato. 

Dato il numero «, e k - 1 numeri primi diversi 

. 

che non dividono a, trovare tutti % numeri P, che verificano la congruenza 
«'' * l ^mod P)^ e contengono oltre le potenze dei numeri primi datiy anche 
la potenza di un altro numero primo. 

Perchè il numero P - - p'i'^ p**'* . . . ;);"*7* p*l*^ possa soddisfare alla con- 
«rruonzu a' ~* i-:^ 1 (mod P), è necessario innanzi tutto che gli esponenti m,, 
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w,,..., nìk non superino gli ordini di multiplicità n,, w,,..., w^ di a rispetto 
ai fattori primi p,, p«,... p/k, (n. 5). Inoltre jìk deve dividere 

Considereremo dunque tutti i numeri primi diversi ^^a, che dividono il 
detto numero. Troveremo poi, oltre i gaussiani dei numeri |), , pi,..., p^-i» 
i gaussiani dei numeri p^] 6 quelli dei numeri 

che dividono il min. com. mult. dei gaussiani di pi, Ps,...; p^t sono tutti i 
numeri P che si cercano (n. 5). 

11. Esempio. Trovare i numeri composti di due fattori primi, uno dei 
quali sia 3, che verificano il teorema di Fermat a base 10. 

Poiché gss 3 = 1, e 10 — 1 == 3% dobbiamo decomporre 10* — 1 in fat- 

iU 

tòri primi. Si ha 

10«-1 = 3M1.101.73.137. 

I numeri che si devono considerare sono 

3 .11, 3 .73, 3 . 101, 3 .137, 
3M1, 3*. 73, 3M01, 3M37, 

dei quali soltanto i numeri 

3.11, 3*. 11, 3*. 73, 3M01, 3*. 137 

sono divisibili per il m. com. mult. dei gaussiani dei loro fattori primi, e 
però sono i numeri che si cercavano. 

Si può usufruire della conoscenza dei gaussiani dei fattori primi di 
10*^ — 1, per comporre altre soluzioni. 

Si ottengono cosi i numeri 

73.137, 3.11.73, 3.11.101, 3.11.137, 3^37.173, 

3.11.73.137 

che verificano il teorema di Fermat a base 10. 

12. Noi abbiamo applicato questo procedimento alla ricerca dei nu- 
meri P inferiori a 1000, che verificano la congruenza ' 

l^'' ^ 1 (mod Pj. 
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Questa ricerca è semplificata dal fatto che non esiste numero primo p, 
il cui quadrato sia inferiore a 1000 e divida il numero 2''"^ — 1. Quindi i 
numeri che si cercano non ammettono fattori quadratici. 

Cominciando col cercare i numeri della forma pq (p <iq) basta fare 
percorrere a p la successione dei numeri primi da 3 a 31, e determinare 
quindi, nel modo esposto nei numeri })recedenti, il numero q. 

Non si trovano soluzioni per ;> = 3, 5, 7, 13; per p = ll, 17, 19 si 
hanno rispettivamente le soluzioni 

p.^ 11.31 -341, P:= 17.257 = 4369, P= 19 • 73 = 1387. 

Per p = 23 si hanno le soluzioni : 

P =^ 23 . 89 ^-- 2047, P = 23 . 683 = 1 5709. 

Per j> = 29 si ha 

P= 29. 113-^3277. 

Per p = 'òì si ottiene 

P= 31 . 151 =-- 4681, P .= 31 . 331 - 10261. 

Per P=37 si trova la soluzione del Lucas 

p= 37, 73 = 2701 
e l'altra 

P = 37 . 109 - 4033. 

Per' ottenere i numeri P<i 1000 di tre fattori primi p, y, r, {p<.q < '') 
basta assegnare a p valori primi che non superano 7, e a 5 valori primi 
non superiori a 17. 

Per 2? = 3, q = b si trovano le soluzioni 

P = 3 . 5 . 43 - 645, P - 3 . 5 . 127 - 1905. 

Per p = 3, 3 = 7 non si hanno soluzioni. 
Per jp = 3, 3 = 11 si trova : 

P= 3 . 11 . 17 = 561, P= 3 . 11 . 257 = 8481, 

P-3.11 .65537= 2162721 

Ed 6 inutile spingerci oltre, perchè non si potranno più ottenere numeri 
P<1000. 

Dunque i numeri P< 1000, che verificano il teorema di Fermat a base 2, 
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sono tre : 

341, 561, 641. 

Al più piccolo corrisponde il numero di 103 cifre: 

23^0 --1. 

Noi crediamo con Jeans che appunto perciò la proposizione cinese, che 
abbiamo ricordata in principio, sia stata trovata per induzione. 

Il metodo ci ha fatto trovare più di quanto volevamo ; oltre le soluzioni 
notate, abbiamo incontrato durante la ricerca le seguenti altre : 

89.683, 151.331, 73-109, 43.127, 
23 . 89 .683, 31 . 151 . 331, 37 . 73 . 109. 



§ 5. 



Soluzioni di forma particolare. 

13. E assai facile dimostrare l'esistenza di infiniti numeri composti P 
che verificano la congruenza di Fermat ad una base assegnata a. Ciò dedu- 
cesi subito dal seguente Teorema. Se p è un numero primo dispari che non 
divide né a — 1, né a + 1, il numero 

a^P— 1 

e un suo divisore qualunque dispari verificano la congruenza di Fermai a 
base a. 

Ogni divisore dispari q di non può ammettere alla base a che il 

gaussiano 1 o p. Se ammettesse il gaussiano 1, si avrebbe 

aP-i -f aP-* + . • . + a + 1 = (mod q) 

a ~ 1 (mod q) 
e però 

|)==0 (mod }) 



I5H Cìpnifa: 9M yfuwer?. composti P, rhe tjej'ifira$M 



t^Ànk p — rf P! p riiviflerehbe a — I rtnntro ipata»u Dunrjue 

-j — I Or f ranif p ì 

^A *5wwn4n 'j — I pari è vinchi» 

An»lnqr^TW^,nte ii ;afrtnf«iaTìO rii rt^i (livisore ^ <fi — -— è 2^^^ qainrE 

9 — I s f mod 2pu 

^^2 I - imod Ipy 
fy^ltr^ pi%rf^ 

(ja^ì^> t^6r^,tn^ (^\ j^rmette di «^crirere aohito an gran numero di soIh- 

fn pf»rtic<'4^rA i nnmeri 

J (2^-1) 

{)ì ,^ ^f) vftrific^nr> il teorema di Fkrmat a ba«e 2. Al nomerò j!> = 2** — 1, che 
h il pifi ^rand^y r»iimero primo attualmente conosciuto (PBBvoucmKB, Seelboff, 
ìitttìti^tt) corrisponde il numero 

-3 (2^-- - 1) 

cli^ II» pifi di \w quintilione rli cifre. 

14/ Altre «oluzioni alla base 2 possono ottenersi colle seguenti con- 
nid^ni/ioni. 

()«Morvnn(lo clic* 

21- - ] ..- (2»'»- 1)(2»''+ 1) 

n\ ilotliicn tIh^ ^r U'" { I f" un numero primo^ il numero 2 (^ radice semplice 
iti rsHO V apfuirtivnv alVenfumente 2"**. 
Nt» Hom;uo rli(» i nnniori composti 

V (2«'"-|- P/O-J*" + lr...(2«--t 1)', 

m* rl^" I I, li ' I 1,..., 2*' I I sono primi, non possono verificare la con- 
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gruenza 



2^^^1 (modP) (1) 

se almeno uno degli esponenti è maggiore dell'unità. 

Se tutti gli esponenti sono eguali ad 1, si può subito stabilire il seguente 
Teorema. Condizione necessaria e sufficiente, 'perchè il numero 

P = (2»'" + 1) (2»'' + 1) . . . (2*' + 1) 

soddisfi alla (1) è che, supposto w > n > • • • > s, sia 

2*>m. 

Infatti il gaussiano di P a base 2 è il min. com. mult. dei gaussiani dei 
suoi fattori, cioè, per Tip. fatta, 2*^+*. 

Perchè dunque sia soddisfatta la (1), occorre e basta che P — 1 sia di- 
visibile per 2*^^*. Ma è 

p _ 1 ^ (2«'" -f 1) (2«'' + 1) . . . (2'* + 1) - 1 = 22-+2-+...+2' _! 

. . . 2*"" + ti'- H [- 2*' = 2'" Q, 

Q essendo un numero disp«tri, quindi è necessario e suificiente che 2" divida 
2"*+*, cioè sia 2*>w. 
Così i numeri 

(2«' + 1) (2'' + 1) = 257 . 17 = 4369 

(2»' + 1) (2*' + 1) = 65537 . 257 = 16843009 

verificano la (1). 

15. Termineremo col dimostrare un teorema, il quale, oltre a fornire 

un gran numero di soluzioni alle basi 2, 3, 10, permette di risolvere una 

questione sollevata dal sig. Iolivald, e che noi abbiamo ricordato in principio. 

Teorema. Se p e 2p — l -^ q sono numeri primi, ed a è uno qualunque 

dei ^—z — = j) — 1 residui quadratici di 5, si ha 

Infatti, si ha 

aP * a 1 (mod p\ flfP -* - 1 (mod q) 
e però 

di'-* s 1 (mod pq), 

M« p 5 — 1 ^ (p — 1) (9 + 2), dunque 

fli'^ * a 1 (mod pq). 
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Corollario 1." Se p = 4 n -{-S e ^==2p — 1 sono numeri primi dispari 
si avrà sempre 

3P^-* s 1 (mod p q). 

Infatti, se p = 4 n 4- 3, n non può avere la forma 3 A, e poiché 

j = 2 p — 1 = 8 n + 5, 

n non può avere la forma 3^-12, sarà dunque della forma 3/^ + 1, e quindi q 
della forma 24 h -j- 13. Ma poiché 



Ì24A H isj [ 



24:h-\- 13\ _ /l^i_ 1 



3 I \ 3 
per il teor, precedente si ha 

3ps^-* = 1 (mod pq). 
Si ottengono così le seguenti soluzioni a base 3 : 



19.37 


367 . 733 


691 . 1381 


31.61 


379 . 757 


727 . 1453 


79 . 157 


439 . 877 


811.1021 


199 . 397 


499 . 997 


967 . 1933 


271 . 541 


547 . 1093 


1171.2341 


307.613 


607.1213 


ecc. 


331 . 661 


619.1237 





Corollario 2 " Se p è un numero primo della forma 4rt-l-l e q = 2p — 1 
è primo, si avrà sempre 

2i>3-'= 1 (mod pq). 

Infatti q sarà della forma 8 h + 1, e però 2 residuo quadratico di esso. 
Si ottengono così le seguenti soluzioni a base 2 

37.73 577.1153 937.1873 

97 . 193 601 . 1201 997 . 1993 

157.313 661.1321 1009.2017 

229 . 457 829 . 1657 1069 . 2137 

337.673 877.1753 ecc. 
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Corollario 3.^ Se p è un numero primo della forma 20 k -\- 1 e q^2p — 1 
è un numero primo^ si avrà 

lOl^--* 3 1 (mod p q). 
Poiché infatti q ^2p — 1=40^ + 1? si ha 

m^( vo._i^(_. 2 \^f__i_Ui 

\ql \40k+l) Uofc-i-i; \40i-+l/ 
Si trovano così le soluzioni a base 10 : 

601 . 1201 = 721801, 661 . 1321 = 873181, ecc. 

Corollario 4." Se p è un numero jyi'imo della forma 60 tn + 1 e 60 m -\- 19, 
e q è un numero primo, si ha 

10P3-' = 1 (mod pq). 

Infatti nel primo caso è q della forma 120 m 4- 1^3 e si ha 

\qj \120»« + 13^U20m + 13^ 
Nel secondo caso q è della forma 120 m + 37 e si ha 



\ q ì \l20m4-37^ 
Si ottengono così le seguenti soluzioni a base 10: 



307.613 19.37 

367 . 733 79 . 157 

547 . 1093 199 . 397 

607.1213 379.757 

727 . 1453 439 . 877 

967 . 1933 499 . 997 

ecc. 619 . 1237, ecc. 

Corollario 5.° Se m e n sono numeri qualunque e p = 2mnk ■}■ 1 e 
g = 4wnA--f-l sono numeri primi, hanno luogo le congruenze 

ntP9-* s 1 (mod pq), «?«-* "1 (mod pq). 
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Perchè si ha, tanto per m ed n pari o dispari, 



\4:mnk+l) ' \4mnk + l) 



Prendendo in particolare w = 2, n = 3, si deduce subito il seguente 
Corollario 6.^ Se p=12A;+l, 5 = 24^ + 1 sono entrambi primi^ si 
hanno le congruenze 

2P^-' « 1 (mod pq\ 3^^' - l « 1 (mod. p q). 

Questo corollario del resto è nient' altro che il corollario 2.°, e però i nu- 
meri là notati verificano le due congruenze superiori. Questi due ultimi teo- 
remi risolvono la questione del sig. Jolivald, cui accennammo m principio 
alla Nota. 

Palermo, 21 maggio 1903. 



Sopra alcuni problemi di statica elastica. 



(Del Doti. Edmondo Morandi, « Pavia.) 



0, 



ggelto di questo lavoro sono i problemi d'equilibrio elastico risolti ul- 
timamente dal sig. C. SoMiQLiANA col SUO metodo per gruppi d'integrali {Sul 
principio delle immagini di lord Kelvin e le equazioni delV elasticità. Acc. 
Lincei, febbrajo 1902); quei casi, cioè, nei quali le condizioni superficiali note 
non sono tutte le : m, t;, w o \^\ L, Af, N ma parte delle une e parte delle 
altre, e i corpi che si considerano sono limitati da uno o più piani. 

Avendo notato che, applicando il metodo suddetto alla deformazione del 
suolo e del diedro retto isotropi, e in assenza di forze di massa, venivano in 
modo naturale a comparire nelle espressioni di m, v, w le distanze dei punti 
della superficie dal punto in cui erano calcolati quegli spostamenti e dalle 
immagini di esso, mi sono chiesto se non si poteva giungere alla risoluzione 
di quei problemi impiegando il procedimento usato da E. Cesìro (Introd. 
alla Teor. Mat. dell'Elasticità) per ritrovare le formolo di Cerruti, riguardanti 
la deformazione del suolo per date forze e per dati spostamenti alla super- 
ficie. E cioè: applicare, in primo luogo, il principio delle immagini a ricer- 
care l'espressione dì una funzione regolare che soddisfaccia a speciali condi- 
zioni superficiali e il cui At si conosca nello spazio occupato dal solido come 
una funzione armonica; in secondo luogo, cercare di eliminare dalle formolo 
di «, i;, tr, ottenute in quel modo, le quantità incognite mediante le equa- 
zioni al contorno, Il risultato ha risposto affermativamente : le equazioni ai 
limiti forniscono sempre i valori superficiali di quelle funzioni (comprese fra 
la dilatazione 5 e le sue derivate) che bastano alla determinazione dei ter- 
mini incogniti. 

In questo modo ottengo semplicemente le formolo trovate da I. Boussi- 
NESQ per la deformazione del suolo {Comptes lìendus^ 1888) e mostro, nei casi 
relativi al diedro retto, che pure semplice è, per questo corpo, la deduzione 
delle forme esplicite di u, i;, tv^ simili a quelle di Boussinesq; restando così 
completata la risoluzione, la cui possibilità è dimostrata dal metodo d'inter 
grazione per gruppi. 
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Trattandosi poi di campi d'estensione infinita, ho creduto bene di pre- 
mettere alcune osservazioni sulle condizioni di applicabilità, in tali spazi, delle 
solite formole di trasformazione degli integrali; condizioni che non furono 
mai enunciate esplicitamente da nessuno dei molti autori che si occuparono 
di problemi di questa specie. 



§ 1.° 



Sia f{x y) una funzione regolare colle sue derivate prime nella regione 
infinita a del piano xy che è limitata dall'asse y o che contiene la direzione 
positiva dell'asse r. Assunte le nuove coordinate r, 5 colla stessa origine delle 
primitive e con asse polare rr, applichiamo la formola: 

8 l 

al semicerchio di raggio r, col centro nell'origine, che gjace in a; avremo: 



TI .T 

2' r r 1» 



\ jlLrdOdr^-\fdy-jfl^.-de. (2) 



:i -t 



2 2 

Supponiamo che la funzione f si annulli all'infinito di un ordine mag- 
giore del primo; ossia che: 

lim /". r = 



r=oo 



e vediamo che cosa diventa la \2) quando facciamo r infinitamente grande. 
Il secondo termine del secondo membro della (2) tende evidentemente a 
zero, per r tendente all'infinito; non solo, ma l'integrale del primo membro 
converge, pure per r = ce, a un limite finito e determinato. Basterà, per 
vedere ciò, che mostriamo come : data una quantità >? piccola ad arbitrio, si 
possa sempre determinare un R tale, che per due qualuuque valori ?•«, r^ 
maggiori di R sia sempre verificata la disuguaglianza : 



:i 

ir 

IL '*» 



■K- r d 9 dr i <>?. 

X 
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Questa è, come si sa, la condizione per l'esistenza di un limite finito 
per r = <x>. 

Ora, per l'ipotesi fatta su /", potremo porre, per qualunque campo che 
non comprenda l'origine (r = 0) ; 

1^ = J-ir(r, 6) 

dove fi è positiva, e ^ è una funzione che si mantiene, in valore assoluto, 
inferiore ad una quantità fissa 3f, anche per r = ce. Avremo allora, se 
r, > r, : 

71 71 71 

.1 l'i Tt rx !i ì'x 



~ £ \rf rfj 



Se quindi scegliamo U in modo che sia : 

e.r, 

avremo anche : 



* \' 1 ' 2 / 



z B}^ z \K rf 



qualunque siano r, r, , purché maggiori di i?; e ciò dimostra che l'integrale 
considerato tende a un limite finito e determinato per r = cv). 

Quanto al terzo integrale esteso alla retta y, sappiamo che ammette un 
limite quando la funzione / gode della proprietà da noi qui supposta. 

La (2) quindi, quando si fa tendere r all'infinito, diventa 



ili'^—Sf»- 



n 



Concludiamo che : 

a) La forinola di trasformazione (1) vale per Varca piana infinita 
limitata da una retta, quando la funzione f diventa zero all'infinito di or- 
dine maggiore del primo. 
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In modo analogo si vedrebbe elie : 
b) La forinola 

^^dS^-ÌFÌ^ds (3) 

ox } n 



j 



8 



vale per lo spazio S compreso fra due semipiani ortogonali tra loro^ oppure 
giacente da una banda di un pianOj quando F diventa zero aWinfinito di un 
ordine maggiore di 2. 

Riguardo a questi due spazi facciamo quest'altra osservazione : 
e) Per ottenere la formola di Green : 

u = ~- ì [u ~ vr~ ]d s — —- K (4) 

4 7:J\cn r n ) 4- J ^ r 

8 S 

si deve applicare la formola (B)y e le sue analoghe per le derivate 

dFdF „ . . . 
^ — o — » ftll6 tunzioni : 
y oz 



£] („ U _ 1 11] L 

X j \ fj r dy ) \ 



d Z' r d z 

e perciòy se la funzione w, regolare colle sue derivate prime e seconde, si 
annulla airinfinito come — ? (per & qualunque purché positivo) potremo rap- 
presentarla in quei due spazi infiniti ancora colla formola (4) ; e infatti, le 
tre funzioni scritte risultano in tal caso nulle all'infinito come 



r«H^ 



Osserviamo infine che, se /(rr, ij) è una funzione regolare in tutti i punti 
del piano ary, e si annulla all'infinito di un ordine superiore al primo, al- 
lora è: 

e [" 1^ rf .r rf y = 0. (5) 



- OO — 00 



Questa è una conseguenza immediata di ciò che si è detto riguardo al 
semipiano. 

Se poi fosse 

t = p{xy).'^{r) 
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essendo r la distanza \J(x — a)* + {y — by + e* del punto (sùy) da, un punto 
fìsso (a, bj e) dello spazio, si avrebbe dalla (5) : 

J li? (•■""=/'■ ri'" <* 



8 



avendo chiamata s la superficie di tutto il piano ory: lo stesso si intende 
detto per la derivata rapporto ad y. 



§ 2/ 



Fremesse queste osservazioni, occupiamoci del problema di Dirichlet nei 
due spazi seguenti: quello limitato da un piano e quello limitato da due 
semipiani ortogonali fra loro. 

Cominciando dal primo di questi, supporremo che il piano limite sia il 
piano 2r = 0, e che la direzione positiva dell'asse z sia diretta nell'interno 
dello spazio. Indicheremo con S lo spazio stesso e con s il contorno. 

Sia U una funzione che si annulla all'infinito, regolare in 5, e soddisfa- 
cente in tutti i punti di esso alle equazioni : 

d oc* d y* d z^ x \ ? :7j / r /jv 

La funzione U, a seconda che si conoscano sul piano s i suoi valori o 
quelli della derivata normale, è nota mediante le due formole seguenti (Vedi 
Introduzione alla Teoria Mat. delV Elasticità^ di E. Cesìro, pp. 84, 122) 

(«) 



8 8 



TT/ \ \ C d U ds 1 r 9 9 , 

8 8 

In queste, come al solito, x^ y, z indicano le coordinate del punto di S 
in cui si calcola il valore di 17 ;$,>?, ? quelle di un punto corrente di 5, ed 

h r=>Ja- xf ■+ [yT-yy + Vr- ^. 

Annali di Matematica, Serie HI, tomo IX. 22 
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Passando al caso dello spazio limitato da due piani, il quale chiame- 
remo S'j supporremo che i due semipiani limiti 5, s^ siano rispettivamente le 
due falde positive dei piani a: = y = 0, contenenti cioè le direzioni posi- 
tive degli assi y ed a:. 

Sia U ancora una funzione regolare in S\ in tutti i punti del quale 
soddisfa alle equazioni (1), e si annulli a distanza infinita. Mantenendo le 
stesse notazioni, potremo, per la formola di Green, scrivere intanto: 



ai- ^ 



Uix, y, ^)-;l^UUj^-y-^)ds.+ 



(2) 



4 77 J \ dn r or^ ] 4 7u.f 



Inoltre, se (/ è una qualunque funzione regolare e armonica in «S', ap- 
plicando il teorema di Green alle funzioni V e g^ si ottiene la relazione 



"-fJKH-^lf)"». 



«• 



-ÀJ'(4f-^r>-+ÀJ'-»" 



»« 



la quale sommata colla (2) ci dà : 



al 



^(^,y,^)-j!-J|43T-R)-tf(7-^)l^».+ 



S\ 



8 .'. 



+à\Hii-n~m-^)V" 



(3) 



»t 



- rj » (7 - ") "■• 



Poniamo ora: 



r. = v'{$ + a;)* + (1 - yy + (? - zf r, = v'($ + «)' + (>? + y)' + (? — zf 



r, = \ il - X)* + (), + yf + U - zy. 
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Cou ciò verremo a chiamare Virtr^ le distanze del punto (|, )?, $) dai 
punti immagini di (a:, y, ^r) rispetto ai piani limiti s, 5, . Le funzioni 

— >—>—> — sono, come è facile vedere, legate in superficie dalle rela- 

f ri rt rs / o i 



zioni : 



1 




1 


rz 




rs 


1 




1 


— 




- 


ri 




r2 



(per $ = 0) 1 = 1 

r ri 



(per )2 = 0) — = — 

'^ r rs 



e per conseguenza se poniamo : 

G = l-1 + - 

ri ri r 

C' = 1 + 1 - 
ri ri 



- 


a 1 a -l 

r ri 

a$ a$ 


ri rs 

a; " a$ 


- 


a^ a-^ 

r rs 


al al 

ri rz 


1 


G '- 


1 1 


•8 


ri 


rz rs 


l 

rs 


ri 


r2 rs 



(4) 



le funzioni G saranno regolari e armoniche in S\ e soddisferanno alle con- 
dizioni superficiali seguenti : 



(per q = 0) <? = - ; -T>- = ^rr ; ^ = ." ; 



r 



a; "" a^ ' ^ r ' a? a? 



(5) 



a— ;s^.. a— \ 

(per >} = 0) (? = — ; -^— = 3— ; -^— = ^— ; G = — • ; 

Osservando queste, si vede che G e G' sono le due funzioni di Green 
per lo spazio S\ le quali permettono di risolvere il problema di Dirichlet 
quando son noti i valori superficiali di U della derivata normale; G" e G' ' 
sono due funzioni analoghe che portano alla soluzione del problema stesso, 

quando su un piano è nota la [7 e sull'altro w— • Per ciò, basta prendere 

nella (3) per g succesivamente G, (?', G'\ G'" \ ma il fatto che importa no- 
tare maggiormente è questo: l'essere ^ (= As U) armonica in S' ci permeile 
di trasformare subito gli integrali di spazio^ che vengono a coìnparire ìielle 
quattro espressioni di U^ in integrali di superficie^ per modo che queste ven- 

gatto a contenere solo i valori superficiali di U^ w- ^ (f^ ^' - 



M, 



1/ ., m; // •'"/'"' "''"''' /""'''''"' 



». •. I I I " »" 



n.' » 



I 1 1 I 



\. ' 






» . * « 



h 



V I 



. \ 



• i I 



»' 



^* ] '< 



• < 



M • < 14 t I 



\ ^ i w \ ' ■ N » •• • ■ \ 



\ 



J V. ■ 



n 



\ -ti' 



. ^'V N^ -* - 



• .«:* 



.->?•. U«'*l»-' 



'♦ -Wi^ - 



.* 
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servendoci delle \}ò) o tenendo conto da ultimo che : 



. 1 .1 

e - ■■ 
r r 


a^ 

r 


a^ 


aV 


a^ 

d X 


.1 ^1 

a — 8 — 
r2 rt 


c :, ex 


dy 


a; " 


dr, d ij 



avremo per la funzione V le quattro forme : 

2r, J d x\r Vi j 2-J 1/\ r n J 



»« 






*i *« 



2 " .' 9 ^ \ r rs / 2 ^ J 3 v; \ r ' rz / 



»» 



- A. l' ri "• + '-')'"''-iVl'^-' <-• + '•■)''•■ 



."*l »t 



2-j dx\r ^ni 2-J dr\r n) ' 



*i 



fi 9t 

2 7:.la;V^- rt; 2 7:J 3 y \ r ^ r2 / 



f| *f« 



(/3) 



Delle formolo (a) e /3) ci serviremo per rappresentare le componenti w, 
r, w dello spostamento, nella deformazione elastica del suolo e del diedro 
retto^ omogenei e isotropi, in assenza di forze di massa; in questo caso, sap- 
piamo infatti, i valori di At w, à. r, Aj tv sono uguali, a meno d'un fattore 
costante, alle derivate prime della dilatazione 5, e sono quindi funzioni armo- 
niche (perchè lo è S). 
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E invero, potendo scrivere : 



4 77 J \ r 7 ^ 4 - V r n ' n rs ; ^ 



S' S' 



0^ I [{^' — '•» + ^« — ^'3) A, y — (j) A, (r - Ti + r, — r,)] J S' 



otterremo, pel teorema di Green : 



-A/(7-^)^''^' = 8'.j'^n^^--'-' + *'-'-'>''^' + 



S' Si 



+ i-j9^^ir-r.+r.-r,)ds, 



(6) 



•2 

per essere r — r, -f r, — rj = su ambedue i piani. Allo stesso modo 
avremo : 

- rj(v - ''l f"» «"— fi / ri*'- +'■■ + ••• + •■•"''■ - ) 

- ai Jaf <'■ + ''■ + '■•+'•■''''• 1 

per essere invece ^ (r + r, + r, -}- ^3) = sugli stessi piani, in grazia 

delle (4). 
E così 



s 



-8lr/||(»'-^'-''' + '''^^«' 



- è 1(7 -«■■)»'*«--À/n^'- +'■■-'•• -'••"'»■+ ' 



+ÀJ ? ^ ('■+'•.-'■■->■•) "i ». • 



*'8 



Se dunque facciamo la detta sostituzione di (?, G\ G'\ G"' a ^r nella (3) 
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servendoci delle (6) e tenendo conto da ultimo che : 



. 1 .1 

d— 0- 
r r 


r 


a-1 
a.y 


al 

rt 


a^ 

dx 


al d2. 

rt Ti 


di "^ d X 


a; " 


3 r. d y 



avremo per la funzione V le quattro forme : 



9i 



«« 



4tcJ^3x^ 4 7: J * oy 



8, 



u^-y r|-^:.(i+i]rfs.--i (|i'(i+iv..- 



»a 



- A l1l<'- + '-'>''''-rJi' e + '••)''»■ 



«l 



«« 



t,_--L )>/_(•_+ l)rf.,_±f|?(l_i),.. 

2 - j 3 X \ r ' r* / 2 - j 3 r. \ /• rt J 



«« 



-4W'À(" + *''^''*'-À.fa-|(''-^'^'''' 



«I 



»« 



2 TT .! a ; V ^' »•« y 2 77 J 2 y \ r ^ r2 / 



*« 






(« 



Delle formolo (a) e /3) ci serviremo per rappresentare le componenti w, 
r, W7 dello spostamento, nella deformazione elastica del suolo e del diedro 
retto^ omogenei e isotropi, in assenza di forze di massa; in questo caso, sap- 
piamo infatti, i valori di A« w, A^ r, As w sono uguali, a meno d'un fattore 
costante, alle derivate prime della dilatazione 5, e sono quindi funzioni armo- 
niche (perchè lo è S). 



-•i . >• 
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applicare la forinola (d) dimostrata in principio, e scrivere : 

J 0^ z J X z ox J r 

iS S 8 

'- \ ^- w- ds =^ z r,- \ 6 — 

J or, dz y J r 

S ti 



8 



z J r J r 



8 



Se poniamo (*): 



S 8 

avremo per la (3) e per la proprietà {d) 

f dji ds^^'àU 

dir d X 



} dfi r d y J r a« \a a? ' 3 y ) 



8 

u V 



per essere — — nulle all'infinito d'ordine maggiore dell'unità. 

I r r 

Sostituendo nelle (2) i valori ottenuti, si hanno le formole volute : 

^~ 2T.dz'^ 2-a« ^dx\dx'^dy ) 

.2'::dz27:x" oif\dx * oy ) l 

(*) Un integrale j fd(5 esteso ad un'area piana <y, infinita, non ha in generale un 



w 



o 



valore finito determinato; una condizione sufficiente perchè ciò sìa, è (per la dimostra- 
zione fatta nello stabilire (a)) che f si comporti all'infinito come -^ (e > 0). Nel caso 

Il 
di r, r questa condizione non è soddisfatta dalle funzioni , avendo solo supposto 

da principio che u^ v, w si annullino all'infinito come — ; nel calcolo che segue suppo- 
niamo soddisfatta anche questa condizione. • 
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Caso II. In questo secondo caso le condizioni superficiali imposte alle 



w, 17, IV sono invece : 



(5) 



/ A\^*^ \ j- dir dv l T^f dw /> \ /a\ 

(per^ = 0) g-,=_-L-g-, _,^--Jlf_^-- «; = «,(;,,) (4) 

come risulta dalle equazioni ai limiti, ponendovi come nel primo caso dn = dì^. 
Applicando le formolo (a), si ottengono per prime espressioni di «, r, iv 
le seguenti : 

1 (t ds , 1 Cdw ds ^ 7? — ^^- C c^^ , 

8 8 a 

8 4 8 

8 8 

7) 

In queste, le sole quantità incognite sono i valori che assume ^ sul 
piano S] questi precisamente ci danno le relazioni (4). Difatti essendo 

«2— 6« ao 

^*^= — w~rz 

sì avrà : 

a*« a»» ■ 3-M> l Id L 8 i¥\ g'tp g«<o ■ d'-w 

'dtd'(.^dr,dx,^dì* ^ fi'la"c "^ ar. j a?' d-r.^'^ dx,'» 

1 /aL , a ^\ „ /a^o e* m;\ a* - p* a o 



a r.»; (i2 a ; 



ossia : 



Così resta risoluto il problema-, per ridurre poi le (5). alle formole di 
BoussiKESQ per questo caso^ notiamo che (per la proprietà (rfj) si ha : 

f dn , fi2 r 1 ra L a »• , . \ cd m dr , 



8 8 



+ 2Jla'?+a.0a^'^* 
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che di più : 

i'd L e r j ir^^^j Cd M d r j f ir ^* ** ^ « 

} d :, d X J ox' J or, C X ) e xoy 

n « 8 8 

}\dv oy^lcx J \o :, e x^ ^ d r, e X i/l J \ox^ cxoy-i 

g if 8 

d- 

t€-K— ds — \ w -^ ^-^d 8. 
dx J cxcz^ 

H 8 

Se facciamo quindi le posizioni : 

ds 



■/"v ---^.^T »-.l.J« 



8 



w 



\tc.rds L' = ^JL.rr/» M' = — g ( Af • »-rf« 



otterremo : 



f 8*0 



rds ^ 



&» Idi.' , aM' , . „. „a« w 



OL^ x\ x e y z^ ) 



E in modo analogo: 

J t^ r. (7 ; cf} d y \d X ' d ìj ' o Z' } 

ydr,dz'^^ «.* dz\dx^ dy ^^^ ^ dz^y 

I 

Sostituendo nelle (5) questi valori, abbiamo le formole volute : 

^~~i: aifa' aylax"*"ay a" — fi' ^ a> j i' (^) 



**"" 7:82 ^^ra» a2\ax "^ ay a--^ — p« *^ "aa^'j 



\ 



Le (yl) e (7?) ci danno appunto la soluzione dei due problemi I e II 
sotto la forma trovata da Bousbinesq, e alla quale volevamo arrivare. 



.f 
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§ 4.° 



Se il solido, di cui si vuole studiare la deformazione, occupa la regione 
dello spazio che abbiamo chiamata S'j i problemi d'equilibrio che corrispon- 
dono ai due teste considerati, relativi al suolo elastico, sono in sostanza tre; 
potranno cioè essere date 

I: 

(Sopra Si ossia per a: = 0) L, v, w 

( » St » " ?/ = 0) «, My tv. 



II: 



III; 



(per X = 0) Uj 3/, N 

(per y = 0) L, r, N, 

(per X — 0) L, v, m? 

(per 1/ = 0) L, v, ^. 



Il caso in cui fossero date sopra 5i : w, M, ^ e sopra 5, : 5<, M, ti;, rientra 
nel terzo dei soprascritti. 

1 caso — Le funzioni w, v, Wy che cerchiamo, soddisfanno in tutto S' 
alle equazioni 

A, (m, r, W) = --^-'^ ^r (1) 

e sono nulle all'infinito; esse e le loro derivate normali sono date in super- 
ficie delle relazioni : 

(perx = 0) ^ = ----L 2?^^ » = »(,,$) 



d V 



(per y = 0) « = «(;', ?) ^-^ 



= _ ' M- 



2fi 



t 



w — 


■■«^{n, 


« 








to — 


«»(«, 


«) 



(2) 



le quali si ricavano delle equazioni ai limiti, ponendovi una volta dn = d^ 
e un' altra dn = d yj. 



r. 
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Servendoci perciò delle forinole (j3), potremo intanto mettere w, Vj w sotto 
la forma 'seguente : 



u 



-,-^JMJ-J.)''^.+"-^7M'-y"- 



«. 



«I 



_J_C 8/1 lU 

^ ^ J G y\r ri) 



Si + 



at_p2 rgao 



- f^2 



4-{i 






«1 






<i« 



V 



=-.-vj%-^(>+y'".+i^.K--'.)''"+ 



«< 



+ 



a« — 2 ^« 






/ 



81 



, «« - 2== ra» , , , 



«i 



«; 



2::J x\r rt) 2 1: J y \r rs) ' 



, «i-I' ("98 a , , , , 



+ 






9* 



(3) 



Qui, come nel primo caso relativo al suolo, le quantità incognite sono 
i valori superficiali di $ ; perchè : 



»\ 



«I 



fa*o , . - r/a*e , a«6\ . 



», 



8| 
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ni 



Quei valori ci sono dati dalle relazioni (2). Difatti, da esse abbiamo : 



(per y = 0) ^i: -|- sT + s r = 



_ 1 ^ _ x'- — 2i^^ dv . du> 
2 &« 2 fi» '^ d%^ di 



9 ; dr, g ; 



- . ... ,11 2^5— " + al -T yr 



2 "« 



ossia : 



(pery = o) 5 = - - M+-^(g^ + ^ ,j 



(4) 



Le (3), (4) risolvono il problema. 

Facilmente possiamo dare ad m, Vy w una forma simile alle (A) del pa- 
ragrafo precedente. Osserviamo a questo scopo che : se p (>?, C) è una fun- 
zione regolare in tutti i punti del semipiano s,, se f{r) è una funzione della 

sola r = v($ — a:)* + ()? — y)* + (? — ^)' ® se il prodotto p ./' diventa zero al- 
l'infinito di ordine maggiore di uno, allora, applicando a questo prodotto la 
solita formola di trasformazione, otterremo: 

.py^f(r)ds^ = Ir. J-^-ds, - Tp . {^-^l^^dK. 
d (r,, D' ' j ' d (//, z) J '^ ' d -fi 



/. 



— 10 



Se in luogo di r comparisse la funzione r, = \J(^ +^)' + (>7 + y )* + (,? — ^Vy 
si avrebbero evidentemente le altre due : 



ft 



8, 



Per una funzione p' (;, C)? regolare in tutto il campo Sj, si avranno le 
relazioni analoghe : 

' (5)' 



—00 



■foo 



»« 



— oo 
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Ciò posto, notiamo che le funzioni 

a";^'* '''^' à^^'' ^''^' a;;^^' ^''^' Fi^^ '''^ ecc.... 

si annullano a distanza infinita di ordine certauìente superiore all'unità; 
quindi potremo [v. [a)] applicare ad esse le (5) e (5)'. Tenendo presente che 
r — r, = sopra Tasse z^ avremo : 



fi 8i K, 






+ 00 



—30 

+00 

*1 *»» — 00 

Quindi 8arà : 



8, 



od anche : 



/ 



*l *ll 



<6) 



#^ 
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per essere : 



.2 



(di + dl^) '' - '••'> = 2 ( ;i- - \] - ~ [r - r.) 



d x' 



X' x\r 7't I \ r r% ] 

Analogamente avremo : 



»* 



s» 



J \r n J oyJ\r rt i 



8, 



S\ 






«• 



-^lì^irr-hV- 



) (6) 



Jr??!;^-^-^')'^'''^/^ 



12 



d y d z 



{r — r,)dSf = 



-^fj»(|-;^)^'.- 



Se ora facciamo le posizioni (*) : 



"-j'il + k)'"- "-hiT + r:)"'' '^■-i-ii-T:)'"' 



Si 



fil 



W,-j.{l-l)is. l_^>.Ji(i-l)rf,, 



-^Mt-'>- 



avremo in grazia delle (4) : 



8t 






J \r n ) 



i 



(7) 



{*) V. Nota precedente. 
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Andando a sostituire i valori trovati (6) e (7) nelle formule (3), queste 
assumono la forma : 

P* far , aw p^ + a- 1\ . 



?y 



òz 



p' 



, «* — (i« d {dV dW, \ 

a^-~^ d (dW.. d-U _^\ 1 dV 
'^ 2-at} y dx\dz ^ d X ) 2- dy 






-.) 



+ 



'^ 2T.x^'y d„\dz d^ ì 2-dx 



(A)' 



w 



2-yr^ dz\dy^ dz 



) 



I' + 



1 g"-^' _a_/ 

"•"2 -a* ^a^l 



az a a; 






Queste sono le forinole che ci siamo proposto di ottenere ; osservando 
le [A\ e tenendo presente che nelle condizioni del problema che ora ci oc- 
cupa, le ti e t; tengono il posto che aveva w quando si trattava del suolo, si 
scorge la perfetta analogia che passa tra i due sistemi di integrali. 

Caso II. — Le w, v, te devono verificare in S' ancora le (1); esse e le 
loro derivate normali sono in superficie date dalle seguenti relazioni: 



(per, = 0) « = ««,,?) ^.= -.Jlf-^ _.-.__iyr-g-. 



) 



(8) 



le quali (quelle a derivate) non sono altro che le equazioni ai limiti nelle 

quali si è posto: 

(per 1 = 0) dn = di 

(per Yi = 0) d n = d >?. 
Se costruiamo le espressioni di n^ v, w coir impiego delle formole (.3) et- 
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teniamo : 



u 



a2 _ p2 r ^ 8 , , , , , a2 - p2 r 32 e 

4- —. — ^[T- 0-5: o- (^' + »'t) a s, + "1 — Z7^ :> »r. (r — r,) e? s, 



«1 



»9 



v 



=-À/"/,(i+„i)^'■+/J(,>+^:)(^-é)''«.+ 



»» 



«1 






81 



«a 



1^7 



-i,.|(i^+^a-+;^)^'' 



+ 



»i 



+ ,^J(,A^ + |f)(l + ;i)^..+ 



«ff 






a2 — g» f 32 d 
4 



Basta dunque, come si vede osservando queste espressioni, cercare i va- 

lori di ^ e r— rispettivamente per S = ed ^7 = 0, per avere quelli di w, 

r, w. Quei valori sono appunto quelli datici dalle equazioni ai limiti (8). 

Infatti da esse ricaviamo, tenendo conto dei valori di AjW, A, v dati 
dalle (1): 



(per ; = 0) 


ae"*"a$ar. + 3?ar 


• 


a» p» 2 e 1 a 3f 

P'' a? P* 3 71 


(per )? = 0) 






5t- p2 g (, 13 2/ 



P* 8 71 



p* ac 
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-2P" 




1 dN 




p* a?: 








l dN 





p« a^ 



.Ji 
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* 



, -, 8 5 p 11 dM , 1 dN , „l'u , „c'u\ \ 

(per 5 = 0) j-j -_(^^_ + _g-,-+2j-, + 2jj,) j 

Le formole (9) e (10) risolTOno completamente ÌI problema nel caso I. 

Caso III. — In questo terzo eii ultimo caso, infine, i valori superficia 
di u, Vf w delle, loro derivate normali ricavati dalle equazioni al contorni 
dopo aver posto in queste 

(per ^=.0) dn=dl 
(per Yi = 0) dn=dì} 



(perl-O) Il ^^l-'l^e v-v(r,,i) «-«.(,,0 I 

(per,_0) j,-=_-L_j-, »-.«, =1 ^..--,A'-j^.] 
Da queste, coll'aiuto delle equazioni indefinite (1), ricaviamo 

(per 1-0) f. + j-^ + j^ 2P'^ -^JF^«+8li+8X 

(per , - 0) j,-j-- + y-, + j.--g^, 2 (^, + j pj _ 

«■ - g' 8 1 SL_l_dN 
P' Sr. f> 8;' |i' St 
OTTero : 

,pe.,_o, ._-^.+ ^J(|^ + ^) I 

Questi valori bastano a risolvere il problema. Difatti, scriviamo le esprei 
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sioni di w, Vy w che si ottengono applicando le formole solite (/3); esse sono: 






s, + 



+ Twi dV^'' + *'^^^'' + 4V^^ J a;a^,"' + '"'^'^'' 



S\ 



f9 



2 7: J c x\r nj 2 t: j d y\r vt I ' 

+ ^ — ?^ - 7^-i^ — '*» « ^1 + -1 — ^ sT" ^ (^ "" ^« ^' ^« 

4 - p* J (7 r, 8 X ' 4 TU (i* ./ 6? VI 3 1/ 

«1 «« 



(13) 



IV 



=-ì,hUh>'+m^+'M-^ì'-+ 



+ 4 .p-J a"^ a-^ "• + '"'^ ^ *• + 4-.-fJ a^ 



20 



E in esse tutti i termini sono noti quando sono noti i valori dello due 
funzioni ^, ^~ rispettivamente sopra 5, ed «t? perchè «è: 



«I 



Le (12) e (13) risolvono quindi il problema nel caso III. 

Tanto nel II che in questo III problema si potrebbero facilmente tro- 
vare le espressioni di «, r, tv sotto forma analoga alla (A)' con trasforma- 
zioni aifatto simili a quelle che ci hanno condotti alle {A}' stesse. 



- Integrazione geometrica 
di alcune equazioni differenziali. 



(Di Gkminuko Pirondini, a Parma.) 



s, 



^e un problema geometrico, risolto con un primo metodo, è ridotto al- 
l'integrazione di una certa equazione differenziale, e risolto con un secondo 
metodo è ridotto a sole quadrature, può avvenire che, col confronto delle due 
soluzioni, si riesca ad ottenere l'integrale generale di quell'equazione diffe- 
renziale. 

Per rendere ciò manifesto con un esempio, proponiamoci il seguente pro- 
blema: Determina.re una linea a doppia curvatura colle due condizioni: 

1/^ che il raggio vettore 1?, che dalVorigine degli assi va a tm punto 
arbitrario della linea^ sia una funzione nota delVarco ; 

2." che il coseno delVangolo w, sotto il quale la linea sega i meri- 
diani della superficie generata dalla medesima, nella sua rotazione attorno 
air asse delle z^ sia una funzione nota delVarco. 

Le coordinate dei punti di una linea qualsivoglia si possono esprimere, 
in funzione dell'arco, per mezzo delle equazioni : 



X = .6 . cos 



(J^^— .,,) 



y -*"' ' 



. seni • osi 



Ed allora, essendo : 

'cos w = \/^» +T», 
sì deduce : 

>, = j v'cos' eo — /)'' . d s, (2) 

potendosi evidentemente mettere a zero la costante arbitraria (additiva) che 
viene dall'integrazione. 
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Notando che 

p« + e« « i?S 

se si tiene conto dell'espressione ^2) di X e si applicano le equazioni (1), si 
trova che la linea richiesta è rappresentata dalle equazioni: 

U' sen w , \ f f sen w , \ \ 
a su y = f' . sen I 1 a si » J 

z = j v'cos' w — p* d s y 
dove p è definita in funzione di s per mezzo delV equazione differenziale : 

p^—^PP + -g2- p' = C08« 0) — 5 «. (4) 

Le coordinate dei punti di una linea possono esprimersi, in funzione del- 
l'arco, anche per mezzo delle equazioni: 



x = R sen 9 . cos ^ ^— ^ ds] 

\ \J jBsen? ; 

j j/ = i28en?.sen(J ^___^.rf. 

\ 2? = jB cos 0. 
In questa ipotesi si trova: 



cos w = v'fi * + i2« y'«, 
da cui sì ricava: 



/v cosato — R'^ j , 
5 ds + c, 



con r costante arbitraria. 

Si vede quindi che la linea domandata è anche definita dalle equazioni: 

sen <ù . ds 



X 



^COS^tó — J?'^ 



= B . sen ( I =r ds + e | . cos 

\^ ^ f n ^ ( rvcos^a>-/j'^ ^ , \ 

2?. seni I i ds-{- c\ 

« . sen ( I * ds -f e | j 

z = R.cosl l- ^ —ds+cì- 
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Basta confrontare queste equazioni colle (3) per riconoscere che l'inte- 
grale generale dell'equazione (4) è: 



p = It . sen I I i d s + e I 



Si verifica poi, colla prova diretta, che tale proprietà non cessa di sus- 
sistere se nella (4) l'arco s si sostituisce con una variabile indipendente qua- 
lunque, spogliando anche le funzioni arbitrarie ca, R di quel particolare si- 
gnificato geometrico che era loro stato attribuito. Cambiando allora s e |o ri- 
spettivamente in x ed y, e ponendo inoltre : 

TI/ 2 /?' -.j COS*Oi j^ ^, 

M = jT- > N == -^j — > P «= cos* w — JS *, (5) 



la (4) può scriversi : 



'itf+«-'>iì+^»'-''- 



E siccome dalle (5) si ricava: 



R = e --^ , cosa) = VJV^.6 '^ , P=^lN-^\e ^ , 

si ha il teorema : 

U integrale generale delV equazione differenziale del "primo ordine e del 
secondo grado: 



m^«-y'£+^-y'-[^-TV^ 



Aldx 



(dove M ed N sono due funzioni arbitrarie della sola x) è il seguente: 



-tT^^ 



y == ^ ^ * . sen 



[\\JN-''^dx + c]- 



Parma, settembre 1903. 
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Recherches sur le carré de la dérivée lo- 
garithmìque de la fonction gamma et 
sur quelques fonctions analogues. 



(Par NiKM NiELBEN, à Copenhague.) 



I. DÉFINITIONS. FoRMULES QÉNÉRAIìES. 

X osons avec Gauss (*) 

V (or) = DJog r (a;) C-Y (t^T-^Ì-i)» 

^ \.r -(- w n t IJ 

où C désigne la constante d'EuLEB, nous aurons pour cette fonction plus com- 
mode mais intimément liée à W (re), savoir la fonction 

8, {x) = — 'V {x)-C = "S" (-4 ^-] (1) 

ce développement en sèrie de puissances 

Si {l — x) = s, X + SsX^ -{- s^x* -\ , I a; |< 1, (1^'«) 

dont les coefficients se déterminent comme Toici 

où nous avons pose pour abréger 

La fonction s, (x) s^exprimera sans peine et sous forme simple comme 



(*) DisquisUioìies generales circa functiones a seriem infinilam, etc, § 30 ; (Euvres, t. HI. 
Annali di Matematica, Serie III, tomo IX. 25 
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intégrale définie, savoir 

i 

«•(*) = )t^''^' 9'(*'(*)>0, (3) 

Ò 

ce qui donnera aisément cette autre formule analogue 

1 



Nous avons encore à étudier cette nouvelle fonction transcendante 
pour laquelle nous trouvons se développement en sèrie de puissances 

a, (1 - X} = a, + ^, .T + (73 X' + cr4 x^ + • • • » k ì < 1, (4^'*') 

dont les coeflScients se déterminent comrae voici 

Gn^- -^ +— ^4 ='7n(^, n>l, (5) 

où nous avons pose pour abréger 

Quant aux séries nuraériques 7„ , nous aurons pour n=ì 

<7, = log2, 

où le signe log désigne le logarithme népérien, et généralement pour n > 1 

2»-* — 1 

La fonction a, (rr) s'exprimera ,aussi sous forme simple comme intégrale 
définie, savoir 

^«(^) = frT"^^^» 91(a:)>0, (6) 

b 



(*) lei et dans ce qui suit fR {x) designo la partie róelle de x. 
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ce qui donnera immédiatement cette autre formule analogue 







Dans les recherches que voici je me suis propose d^étudier des représen- 
tations intégrales d'un produit do deux des fonctions Si (a?), Si (1 — ir), cr, [x) 
et Giil — x) choisies d'une manière quelconque ; les intégrales ainsi obtenues 
se présentent toutes sous la mème forme que celles figurant au second membro 
de (3) et de (6). De plus, je me suis propose de donner tous les développe- 
ments possibles en séries de factorielles des produits susdits. 

Il est évident qu'une telle recherche est intimément liée à une recherche 
sur les séries purement numériques Sn et dn . Quant à ces séries, il est bien 
connu que s,n et (j^n se présentent dans les séries de puissances obtenues 
pour n cot n x et z coséc t: x^ ce qui nous permettra de déterminer à l'aide 
d'une puissance de n les sommes de toutes ces séries. On aura en effet 

où les nombres Bm i sont les nombres rationnels de Bernoulli. Quant aux 
séries 5,„+i et am^-i, à l'exception de (7, = log 2, on ignore j'usqu'au présent 
complètement leur nature et ne connait aucune formule récursive pour leur 
détermination successive. Il est bien remarquable que l'on retrouve des pro- 
priétés analogues chez les sommes des puissances des valeurs réciproques des 
racines d'une fonction cylindrique de première espèce et de la fonction el- 
liptique p{x) de Weierstkass. 

En effet, si l'exposant figurant dans la somme des puissances des valeurs 

réciproques des racines de J{x) est un nombre pair, la somme en question 
se présente sous forme d'une fonction rationnelle du parametro v (*). Pour les 
racines de p {x) les sommes, dont l'exposant est pair, s'expriment à l'aide des 
deux sommes qui correspondent aux exposants 4 et 6 (**). Si, au contraire, 
l'exposant susdit est impair, les sommes correspondantes sont complètement 
inconnues. 

Or, dans les recherches qui nous occupent ici, nous avons besoin d'étudier 



('*) Graf : Einleiiung in die Theoric der Bcsscl'schen Functionen, I, p. 190; Berne, 1898. 
(**) Tannery et Molk: Thèone des fonctions elliptiques^ t. I, p. 170; Paris 1893. 
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où nou8 avons pose pour abréger 



mettons dans (9) p^=q== l^ nous trouvons cette formule particulière 

'hv= ^-J- 2 (log 2)». (9»»-) 

Il est évident que les quatre séries numériques à deux indices que nous 
venons d'introduire dans les expressions données pour les produits .Sn%, 5„^p 
et (7„(7p jouent un róle fondamental dans les recherches ultérieures sur ces 
produits. Or, il est très facile d'établir une foule d'autres formules contenant 
les séries Cn.pj d^p^ yn^p^ ot c?h,p- lei nous nous bornerons à indiquer quel- 
ques applications de la règie de décomposition de Laqrange (*), savoir la 
formule 

_i -( 1)^ ^TV^ + ^-^M ^ I 

Vfp + v-n (-1)'- ^ ^""^ 

^\p—l ) a^+' {x — a)i-'' ' 



y=g—ì 



oh p et q désignent deux positifs eutiers. 

En effet, mettons dans {a)x = n et a = 1 j 2, 3 , . . . , n — 1, puis ajou- 
tons toutes les équations ainsi obtenues prises avec des signes alternés, nous 
obtenons sans peine ces deux formules 



7M = (-l)«-''£'(^^ll^)7i>-v,g..+ ) 



(10) 



(11) 



dans (11) il faut admettre jp> 1, tandis que (10) garde sa validité mème si 



(*) Citation do M. L. Sauvagk: Théorìa generale des systèmes cTéfiuations différentielles 
linéaires et Jiomogènes, p. 170; Paris, 1895, 
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nous posons p = g = l; nous aurons dans ce cas cette ' formule particulière 

-/.,. = |{log2)«. (IO»»») 

Pour déduire à l'aide de (a) des expressions analogues pour les séries 
Cp,q et (Jp,g il faut considérer séparément le dernier terme des deux Botntnes 
figurant au second membre de cette formule; avec cette précaution le mème 
procede donnera ces deux formule» analogues. 



<"? 



+ '^/-l)'(^^'l7*)vv»P^v- I (12) 

+ "l,'(-lrf ^l7^)vv<^P-+ [ (13) 

dans le cas particulier q = 1 ì\ faut dans ces formules supprimer au second 
membre les sommes qui deviendront illusoires. Dans (12) il faut toujours 
admettre p>l, tandis que (13) donnera pour p = 1 ce cas particulier 

i'=0 



ITI. Formules récursives pour les séries Sn et On • 

Les formules plus générales que nous venons de développer nous four- 
nissent un simple moyen pour déduire un nombre de formules récursives pour 
les séries numériques Sn et t^, formule qui nous conduiront aux formules 
bien connues pour Sm et atn - 

Mettons en premier lieu dans (12) y = l, nous aurons généralement, 



. Ila 
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pour p > 2, cette formule elegante 

et particulièrement pour p = 2 

Ecrivons maintenant dans la somme figurant au second membre de (14) 
les termes dans l'ordre invera puis ajoutons à (14) la formule ainsi obtenue, 
nous aurons, en vertu de (7), cette formule récursive 

Jj 5v 5p~v+i =2) . ^p+i — 2rp,,j (i5) 



posons ensuite dans (12) p = 2, g = 2n — 2, nous trouvons pour n>l 

2/1-4 

(2n — 2)(c,n-i,i + 5m)= 2) (— l/(^ + l)5vf-« .5,n-v-j, 



d'où, en écrivant dans Tordre inverse les termes de la somme figurant au 
second membre, cette formule nouvelle 

»i— l w-2 

1 1 

Cela pose, mettons dans (15) p = 2n — 1, nous aurons immédiatement, 
en vertu de (15^**), ces deux formules 

V _ 2n + 1 

1 ^ 

w— 2 2 w 3 

Za Sfii-t . ^tn-sv-i ^^^ ói ' ^*w *^ ^*n-i7i j (lo ***) 

dont la première est bien connue; on la dèmontre ordinairement en s'appu- 
yant sur des proprictés fonda mentales des fonctions trigonométriques. 

Prenons maintenant pour point de départ la formule (11), et posons-y 
(7 = 1, nous aurons 

up,i == Sp Oi 2i Op-vjtf+i , 

u 

ce qui donnera, en vertu de (9) et en appliquant (8) pour s^a,, cette autre 

formule récursive 

p 
^^v<7p-»M = p5pfi — 2crp,., +2yi,p; (17) 



. • j 
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mettons ensuite dans (IO) 2>=1, 5 = 2n-l, nous aurons de mème 



d*où, en vertu de (17) pour p = 2n — 1, 

«—1 2 n 1 

2 ^«r.^tn-?r= ^ ' ^«^ — ^-^ (^8) 

1 ^ 

formules dont la première est bien connues comme une conséquence imme- 
diate des propriétés fondamentales des fonctions trigonoraétriques. 

Pour obtenir une troisième catégorie des formules récursives posons dans 
(10) et dans (13) 5 = 1, nous aurons respectivement 



p-2 

^pìì "r ypìì ^^=^^p4-t 2à ^p-nr^ì ) 



soustrayons maintenant ces deux formules, puis appliquons (8) et transfor- 
mons à Faide de (9) le produit a^a,, nous aurons 

p-2 

7P)»+<J«)P= 2 ^p-r *'^r\i + Spi.i— pap^^i. (19) 

u 

La formule (13^***) donnera de mème, pour 3 = 2n — 1, cotte expres- 
sion analogue 

211-3 
7m-i,i+^i,fnM= 2 (— l)'*^r4-..Sm-r . + C7,n, (19^'») 



i) 



d'où, en vertu de (19) ces deux nouvelles formules récursivos 
ii-i i 

21 ^2r . Sin-ir = W (Jjn — "g 5fn (20) 

»— 2 1 

2 ^»rf 1 . 5fn-m-i = {n — 1) O^n — y «m + /m-M» + o\,m-i • (20^'») 

Considérons encore cette autre sèrie numérique 

<n = 2V-5n(}) = ^ + ^ + -5!r + 7!r + •••'. ^>l7 
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ou, ce qui vaut autant. 



1 / . 



nous aurons de (16) et (20) ou de (18) et (20) respectivement ces deux autres 
formules récursives 



«— 1 



1 

de faQon qu'une addition de ces deux formules donnera cette autre 



IV. Applications adx fonctions (s, (a;))', 5, (rr)a,(a;) et (ai (a:))*. 

Les formules purement numériques que nous venons d'établir s'appliqueront 
immédiatement a Tévaluation de six produits formés de deux facteurs pris 
parmi ces quatre fonctions 5, {x\ 5, (1 — x\ a, {x) et 7, (1 — x). Considérons 
d'abord le carré de s, (x), nous aurons, en vertu de (P'^), et en appliquant la 
règie de Cauchy 

7/=0O 

(5, (1 — X))' = 21 (^2 5n-j + 53 5n-3 H h 5n-i S,) a:^"', 

d^où, en vertu de (15) et de (14*^^*), 

11=00 
(5.(1— a:))« = 5,(l— ») — s, — 2. 2 ^n,.ir^'-*. 

ti=2 

Pour transformer ensuite la sèrie infinie figurant au second menibre de 
cette formule introduisons au lieu des rn,i les séries infinies correspondantes, 
nous trouvons pour le coefficient du terme 

'+■+1+-+ ' 



1 ' 2 ' 3 ' ' r— 1 

Annali di Matematica, Serie IH, tomo IX. 2G 
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cette expression 



• 3 



~~^> r ~~^s I 17 i ■ • " — '~i v — "» 

r- r H r (r — w) r — x r 

et iious aurons finalement, après avoir pose 1 — a; au lieu de x^ cette for- 
mule 

(s, (x)Y :-= 5, (x)—s,-\-2l (x\ (23) 

Oli nous aurons pose pour abréger 

i ix) -: 'T (—V — m f! + 4 +•• + -] • <23^-) 

,1=1 \x -r ^* H + 1/ l 1 2 ni 

La formule (23) n'est démontrée pour le moment que si la:|<;l, il est 
vrai ; or, les deux membres de cette formule représentent des fonctions ho- 
lomorphes dans tonte l'étendue du pian des x^ k l'exception des points isolés 
0, — 1, — 2, — 3,...; c'est-à-dire que notre formule susdite est applicable 
pour une valeur quelconque de x. 

Cherclìons maintenant directement, d'après la règie de Cauchy le carré 
du second membre de (1), nous aurons, en vertu de (23), pour la fonctiori 



p(x)=J~(~-„--i-,) (i + ;^ + • • • + JT^ I '2^' 



cette autre expression remarquable 



«=00 



^ n=o {•^' + n)(n+ 1) - ^ 

Prenons encore une fois comme point de départ la formule (i^'*), nous 
aurons de la mème manière, en appliquant (15^'^), cette autre formule 



«rroo 



SAI + X)S,{l—X) = —2' 2 (^en-i,! + 52n) •'T''*-', 

de sorte que IMdentité 



n=. 



donnera immédiatement 



5, (1 -f- x)=:sAx) 

X 



oo oo 



5, (x) s, (1 — a;) = — 2 . V (.j„_,„ x"»-' — ^ (— 1)" s„ .t« ' + 2 s. , 



*J 



fVoiXy après une légère transformation, cette autre formule remarquable 

s,(x)s,(l — .r)--=2 5,--|(.r)— ?(1 —re) (25) 
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Pour trouver les formules correspondantes qui contiennent la fonction 
7| (x) prenons pour point de départ la formule (4^"^), nous trouvons immediate- 
ment, en verlu de (17), 

d'oii, en posant 1 — x au lieu de x, cotte autre formule generale 

(cr, (x)f :== 5^ (X) — 2 >7 {X\ (26) 

Oli nous avons pose pour abréger 

,(T) = "2 ^""" ^^'"' (- + — ^ + • + _^^ , V (26^^^) 

„^i n Vi? c-r + 1 X -{- n— l ) ' 

Appliquons maintenant la formule (17^'^), nous aurons de memo 



oo 



a, (1 +rr)a.(l— a:) = 2.27i,:n-i.a:''»-*, 

1 

de sorte que Tidentité 



(7, (1 + X)~ Q,{X) 

X 



donnera, après une légère transformati on 

(Ji{x)(J,{l—X) .= yi{x) +>j(l —x). (27) 

Enfin, pour évaluer le produit 5, (x)(7, (a;), appliquons ces deux identités 

2s,(») + 2^.==s.[|)+«.(^^) 

nous aurons immédiatement, en vertu de (23), 

s.(a:)a,(x) = a,(a;)-a..cr.(a;)-l|(^-]+^-$[^j. (28) 

De la mème manière nous aurons, à l'aide de (13''"), cette dernière for- 
mule de ce genrc 

s, (a;)c7.(l— a-)=r^ff. .a. (:r) — C,(l— a;) + ?,(a;), (29) 

où nous avons pose pour abréger 






(29'»") 
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Certainement, les six produits que nous venons d'évaluer nous fouriiis- 
sent un simple moyen pour géiiéraliser beaucoup les formules numériques don- 
nées dans la section III. Diiférentions par exemple [n — 2) fois par rapport 
à or la formule (23), nous aurons 

2 Sr (X) Sn r ix) = (h — 1 ) 5n (x) — 

formule qui, pour a: = l, donnera immédiateraent la relation (15). 

De la mème manière nous obtenons de (26) et de (27) ces deux autres 
formules 

'2 Or (X) ^n-r (x) = (n - 1 ) S„ {x) - ^-^^^ ■ D^' K {x) 

'% (- 1 )"- ^n-r (x) <7, ( 1 - X) = -^^y (^r- n (X) + Dr^ >? u - ^)) ; 

posons dans ces formules x = — et 2 n au lieu de n, nous aurons pour catte 
sèrie numérique 

1 /Mi 1,1 1 , -.1 

cette formule récursive 

«-1 / 1 \ 

y X^rk-i . T2n-sr i = I W — -- I Un • (30) 

Reraarquons encore que (28) et (29) donnent respectiveraent ces deux 
autres formules 

n -1 

y S^ {X) Qn r {X) — (n — 1) On {x) - a, . Jn-, {x) — 



^,(z>-£(f)-z>:-'i{'4i)) 



_(- 1)" 

2( 



a-l 

^ (— If- • «„. r (X) Or (1 — X) = <7, . On-i (x) 
I 



( 



[-^% (^r H. (1 - X) - z)r ^ 5. (ar)) 
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nous aurons cette autre relation numérique 

u 

L'analogie entre les formules que nous venons d'indiquer et celles de la 
section III est evidente; cependant, Tessay de trouver pour Sn{x) ou on{^) 
des formules récursives analogues à (16), (18) et (20) doit ètre désigné à 
l'avance comnie infructueux. En effet, M. Holder (*) a démontré que la 
fonction de Gauss ^ (r), ou ce qui revient au mème, la fonction 5» [x) ne 
peut satisfaire à aucune équation différentielle'algébrique, et M. Stadigh ì**) 
a démontré récerament, par une méthode analogue, que la fonction 



^'(yI+^'IS-) 



possedè la memo propriété; de plus, il et évident que la memo déraonstra- 
tion peut ètre appliquée à la fonction 



2 Mx) = «, (f ) - .. (i^) 



aussi. 



V. EXPRESSIONS INTÉGRALES DES 8IX PR0DUIT8 DE DEUX FONCTIOKS 

S^ {x) OU a, {x). 

Pour établir, à Taide des formules de la section IV, des expressions in- 
tégrales pour les six produits de deux fonctions s^ (rr) ou a, (rr) appliquons 
cette méthode generale: Supposons égal à un au moins le rayon de conver- 
gence de cette sèrie de puissajices 

f{t) ^ ao + a, < + a, <^ + era <» + ••• . (31) 

et supposons de plus que cette sèrie 

T + 2 + "3 + T + ■ ■ ■ ' 



(*) Matlieni'Xtisclie Awialen^ t. 28, p. 7. 
(**) Ein Satz uber Ftmktionen, die algehraische Diffeìxmtiaìgleichwigcn hefnedigen^ 
p. 32, (Thèse de doctorat, Helsingfors, 1902). 



i i'i S i^l fs y felifett: /ieclter^h^s iur '> farré d* 'a 'ÀWr-tV loyaritkmique 



n^>y* ;itjjoii^, en appliouani un ihéorème bien connu C), cene fommle fonda- 
m<iuXiiJz AiiUii W'^ reciierch^s oui nous ocoupeni ici 



\f 



at 



a. 



.7, l^- idi ^ J2 ... 



a* 



__ ^ 



- • - » 



?Ì TI > O. (SI"') 



De {;lur, il est clair qu^; la s^rrìe iufìnie figurant au second membre de 
^'{1''*% eht corivfji'gente dan? toute Tétendue du pian des r, a Texception des 
(;oint« j^oKs 0, -1, - 2, ^3 , . . . , Oli un des termes de la serie susdtte 
i\i\sm\i\r'A infini. 

Four appliquc-r niainttmant à la fonction i\x). définie par «23****), notre 
mcthod^j gén^-rale, il 8'agit d'etudier cette serie de puissances 



^■"-;'-(i^^)'-(!-^4)'- 



I « '. 



• • • > 



i'i<i, 



r;o qui donneia immédiatemecit 



fU) 



J 



/ 



1 



i' 



1 



/!3 



1 



1 ' 1 '-'~t ^2 1-/^3 



1 — / 



ni-^ iog(i -^, 



de Borte quc nous obtenons cette expreftsions intégrale 



ò 
d'oli, «n vcrtii de (S**'») et (23), 



(32) 



^33) 



tandiB (|uo (25) donnera de niéme cette expressiou correspondante 

«.(x)..(i .T) - J('•^-^+'-:::-2llo«lL-JJ-L«.sJd,, 2>sr(x)>o (34) 



u 



(*) Voir M. DlNi: (ìvnmUtujcn fUr cine Theoric dar Fu/ìctto^ien eìner verdnderlichen 
rrrUrn (Jn'issr^ p. 5*25 ; Loipsio, 180:^. 



I 
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enfili les forraules (e*"'') et (22) donneront cette troisième formule analogue 



1 ?-i '-' 



s. (;r) Oi{x) = - ■ p rd-t ^ ^ — 

} (35) 



u 



Considerons ensuite la fonction yj (x), nous trouverons cette serie de puis- 
Scances 



on bien 



/^(0 = log2 + (log2-J)< + (log2-[ + ^)i' + 



f it) == (1 + < 4- r + . . •) log 2 —0 +<' -h •••) J f (^' +<» + •••) ~ » 

ce qui donnera 

/-,/._ log 2 - log (1 + 

d'où cette expression intégrale 

. {X) =J >_«A2 -Jo?il +_» . t^-, d /, .V (X) > 0, (36) 



U 



et nous obtenons par suite, en vertu de (3^**^ et de (26\ 



(a.(=^))'=J' -^-^' t-')^Ai«?-2^l»?i .<-.df, m{x)>o, (37) 





tandis que (27) donnera cette formule analogue 
a.(a:)a.(l-a.)=[(i^^2-M(l±Ì)l^_lL^ 1>RK^)>0. (38) 

Nous avons encore a étudier les deux fonctions li(ic) et $j(ic); conside- 
rons d'abord ;, (rr), la fonction f{t) correspondante se détermine à Taide de 
cette sèrie 
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c'est-à-dire que nous aurons 

1 t 1 <' , 1 t^ _l<>g(l + i) 



f^'^-VYT-i 



+ ^ 



2 l+<'3 l + t \ -\-t 

de sorte que nous obtenons 

;', {X) =1 l££ii±i^ . <* ' rf <, FR (a;) > - 1 . ( 39) 



Quant à la fonction l^ix)^ nous aurons 



ou bien 



«')=^-(i-j)'-(f-i+^)'"-- 



ce qui donnera 

1 

?,/a:) = -ri2iil=Jl.<-.d<, ?R(a:)>-l. (40) 



Cela pose, la formule (29) donnera, en vertu de (6'''*), 

_nio^^^ioga-^i]F:LTJMi + ^M:_^rf,, 2>MKr)>o. Ì ^^'^ 



Enfin, nous avons à étudier la fonction p (x) définie par (24^'"), ce qui 
nous conduira à cotte fonction auxiliaire 

/v/ 1234 t 



d^où, nous obtiendrons, en vertu de (3^**), 



1 
p (x) = |*^i^ — log ( 1 — <).<* -'1 d t, ffi (x) > 0. 



(42) 
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VI. DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES DE FACTORIELLES. 

Les expressions intégrales que nous venons de développer pour nos func- 
tions nous fournissent un moyen infaillible pour décider si une tello fonction 
est développable ou non en sèrie de factorielles de cette forme 

.^, . bo . libi . 21 bi , . . 

lì (x) = ^ \- ' ' ' 9 (a) 

où les coefficients b sont indépendants de x, et de plus les mèmes intégrales 

nous permettent de déduirc ce développement, s'il est possible. 

En effet, dans un mémoire récent (*) j'ai démontré que la condition 

suffisante et nécessaire qui doit ètre reraplie par une fonction développable 

en sèrie de la forme (a) est que la fonction en question se présente sous cette 

forme 

1 

Ùix)= ^f{t).t^-'dt, ifo) 



où la fonction f{t) doit ètre holomorphe aux environs du point t = l et cela 
de sorte que la sèrie de puissances 

f(l — t) = b, + h,t + b,t' + bst' + '". fM (1) = (— l)n nlbn, (y) 

a son rayon de convergence ègal à un au moins, et, de plus, cette fonction 
f{t) doit satisfaire à quelques autres conditions faciles à indiquer mais sans 
influence sur la question qui nous occupe ici. 

Cela pose, on verrà sur-le-champ que la condition (y) est en dèfaut pour 
I (x)^ I, (r^) et p [x) et pour toutes leurs dérivées, parco que les fonctions cor- 
respondantes f{t) possèdent en t=l un point critique. 

Pour développer en sèrie de factorielles la fonction r,{x\ écrivons sous 
cette forme Texpression intégrale (36) 

Mog(l — -M i 

— \——iiii.-t)'-^dt= ^-±- . i t'-'{i — tr 'dt 

^ »=rl S • J J 



(*) Annales de (TÈcole Normale, 3.« serie, t. 19, p. 419. Paris, 1902. 

Annali di MniemaUcaf Serie III, tomo IX. 27 
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ce qui rionnera immédiatement cette sèrie de factorielles 

qui est valable dans toute l'étendue du pian des x. 

Nous aurons de la nième manière, en vertu de (3^*^), cet autre dévelop- 
pement 

" '"' - f -'".'" ■ ..-(.-+Tj .t!;^ , -T, • '^ (^» ». (") 

dViù, en vertu de (26), 

Quant a la fonction li (x), il s'agit de déterminer ce coefficient 
or, un calcili direct donnera, à l'aide de la formule de Leibnitz, 

/■<''U<) = ^-^^^— (log^-M«)), 

OÙ nous avons pose pour abréger X (0) = et généralement pour n > 1 
cela pose, les formules générales (a) et (y) donnent ici 

dóveloppement qui est valable dans toute Tétendue du pian des x, Remarquons 
que nous aurons 

*^~ s! 1 



a, {X\ = 2 



So 2*+* X [x -!- l) ...{x + s) 
la formule (46) s'écrira sous cette forme aussi 

,, W log 2 - ;, (.) = '1 ^ ■ ^ j-.- -^ <?L;^^ . (46-) 

Considérons maintenant les sóries de factorielles d'une forme entièrement 
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differente de (a) que M. Pincherle (*) a étudiées récemment. Pour l'intégrale (B) 
on obtiendra de tels développements en posant dans cette intégrale 1 — t au 
lieu de t, ce qui donnera 

iì{l — x) = ( f{l — t) {1 -- ty ^ d t'] ((J) 



cela pose, supposons intégrable de< = Oà<=lla fonction ^(1 — t)^ une 
application de la formule du binome donnera immédiatement ce developpement 

iì(l-a:) = 'J«,(^), (e) 

où nous avons pose pour abréger 

a, = ff{l — t)t'dt. a) 

ò 

L'application de ces formulea générales aux fonctions particulières que 
nous venons d'introduire est evidente; considérons d'abord |(1 — a:), nous 
aurons immédiatement 



1 





ce qui donnera 



9 



Ul-x)=:'f i.(^),. 9l(<c)<l, (47) 

tandis que nous aurons pour 82(1 — x) ces coefficients 

1 

ou bien 

de fagon que nous obtiendrons 

s.(l-a;):=^+|~^-(^). m{x)<l. (48) 

(*) Rendiconti della reale Accademia dei Lincei, serio B."*, t. 11, p. 1;^9, p. U7; 1902, 



\. 



'{ 
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d'où, en vertu de la formule de Legendre, 



^'=-'(S~y^^"°2^' -'"'H' 



où nous avons pose pour abréger ^i(0)^^0 et plus généralement, pour 5> 1, 

I ^_±_ JL^^ Jj-J io- U-1 1 

f^i \^) — 12 * 2 "^ 2^ ' 22' +" 3^' * 23 "^ ^ s2" • 2« ' 

ce qui donnera 

,%(l--a:) = ;|2'(f;-l(log2)'-,.(.)). (^). (52) 

Considéroiis maintenant la dernière des fonctions particulières que nous 
avons introduites, savoir la fonction p(l — .r), nous aurons sans peine ce dé- 
veloppement nouveau 

En terminant ces recherches nous avons encore à donner quelques dé- 
veloppements qui contiennent des séries de factorielles et du premier et du 
second genre. En premier lieu, la formule (27) donnera, en vertu de (43) et 
(50), ce développement 

i (54) 
+ S - ^ (log 2)' + ;f '- (2- a is) - (2. - 1) log 2) . p) . ) 

Ecrivons encore sous cotte forme la formule (29) 

S, {1 —X) G, (X) =^(J,.G, (1 — x) — Il {x) -I $2 (1 — x). 

il s'agit d'abord de développer la fonction g^{\ — x)\ or, nous trouvons^ en 
vertu de (6), 



d'oU 

a..<7.(l -x)=Y2»mog2)'-p(s)log2J ■^^), 
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de sort*! qm* uomh obtiendrons finalement, en verta de (46) et (52), ce déve- 
loiipement 



,,(! -x.,cr.(r) = V2'i% - ?, (log2r --a(«)log2 -a. (s)) • (^)- j 

•"' ■ ■ (55) 

^'"x JL . log 2 - * (si \ 



^) 2'-' x(x — l)...(-c -r») 



Copenha^ue, l- l'.) avril l'.»):i. 



Note sur quelques séries de ^uissances 
trouvées dans la théorie de la fonotion 



g^amma. 



(Par Niels Nielsbn, à Copenhague.) 



I. Séries de puissahces obtenues pour r(l -\- x) et pour —tì — ; — : • 

1 (1 -f- x) 

X osons pour abréger 

r (x) = e*^^\ (1) 

nous aurons, pour w = 1, 

- y\x) =. - D, log r (X) = e + '1 (--^^ - j^^ ^ .. (X) (*), (2) 
où C désigne la constante d'EuLER, et plus généralement, pour n > 2, 

i^ . ;(!,) = ,„(,)=. -L 4- ^;^ + (-^ f • • •> (2-) 

de plus nous posons 

On sait que r(l + rr) est holomorphe aux environs du point a: = et 
que la sèrie de puissances correspondante, savoir la sèrie 

r (1 + a:) = 1 + Ci a: + Co re- + C3 a;3 H (4) 

a son rayon de convergence égal à un. 



('*) On voit que cette dófinition de s^ [x) est un peu differente de celle que j ai ap- 
pliquee dans raon mémoire précódont dans ce memo volume, p. 189. 
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Pulir (l<''tr'imiii'-r Vrxi'remrm d^veloj (>ée du cj't^fficient general a„ fig 
aij HMvtniI iiKtmbre <!<; (4) applifiuoiifi ceti* formuie due ù fou M. R. Hoppi 

(lìi 1/ fi^)t '-t où nouB avonfi pos<; jiour abréger 

T*»- 'l'i li- {';]„■ D-.if-;. 

Or, (lans li» cas particuli(;i' qui nous occupe ici, où F lyi-- e^, cette 
rullio ^<!ii(!>i'nlo rì RÌmplifìc beaucoup. Eii efTet, il est évident que l'expre 

Tix) ne peut pns coiiteiiir la fonction y elle-méme; c'est-à-dire que la 
mille polynominltì symboliqiifi pour lévaluatioii de 

duniicrn dmis ce. caB 



Tiy)^^nll^~ 



oii la fiomraatioii qui figure au second membre doit ètre étendue à toute; 
combinaiflons possiblee des k iiombres -posiUfs entiers 



<|ui sntisfont ìi cette seule condition 

fi -f '%-F'-3 4- ■■■ + r,----n. 
Pofloiis uinintennnt y '-.y{x\ nous aurous, en vertii de (2) et (2''''), 

'■." j, . ( Aa.. ( ci jt, fa-t *■■'" 

T (;/)-(-- D" »! £ "" ^j"' ';;* J^- ■ --^^ '^-' -- ( - 1 )" » ! Vix), 
i»ù nous iivoiiB posò pour abréger ' 

t/;;v .^"'-,(^1 ■*'■.(■'■),•. ■■'».■.■(■':), 

ut imu8 tìlilenoiiB linnloiiieiit cotto formule generale 



r'(.r) ( l)""!l'{''-)' Ji'/;- ■ **('=P)- 



l"l V'ArtiWr r/i'c A,J(«v(i JUfffir.itiiil.iii'-ti.'itloi. LoipsÌL', 1815. — VoLp ausai: Se 
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ce qui donnera pour le coefficient Cn cette expression 



où nous avons par conséquent 



Cn = f-1)"- X^^- F(l), (6) 



Ti • Tj , , , Vig 



Gonsidérons ensuite cette autre fonction 



^ =l.e-y(^)^ (7j 



r (1 -f a;) rr r {x) x 
la formule de Leibnitz donnera cette formule différentielle generale 

En effet multiplions par x les deux raembre de (7), puis différontions n 
fois par rapport à ar, une nouvelle division par cette variable nous conduira 
immédiatement à (8). 

Appliquons maintenant la méthode que nous venons d'indiquer, nous 
aurons sans peine 

•" \r (1 -H ^)/ar^i ' "^ \r (1 + X))x=.'L 

=(-i)««! >;.■-# -Fa ), 

ce qui donnera pour les coeflBcients généraux de cette sèrie de puissances 

P .g ^ ^^ =\ ■\- d,x Ar d^x^ ^ d^x^ -\ (a) 



cette relation generale 

V (— l)'^ t//ì 



dn + rfn-l = (-ir- -2/-lk! * ^^'^^- '^> 



Cela pose, multiplions par [x -\- \) les deux membres de (a), nous aurons, 
en vertu de (/3), pour le coefficient general de cette sèrie de puissances qui 
est valable dans toute l'étendue du pian des x^ savoir la sèrie 

= 1 + 7i a: + 72 a:* + 73 rc« + . • . , (9) 



r (1 + X) 
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cette expression 

où V{\) (lésigne la quantité définie à Taide de la formule (6^'*), de sorte que 
nous avons démontré ces deux théorèmes dont le premier et bien connu, tan- 
dis que le second semble ètre nouveau : 

I. Les coefficients généraux Cn et yn des séries de puissances (4) et (9) 
s'expriment sous forme des polynomes entiers et homogènes du dégré n des 
nombres SiS....Sn, si 7ious supposoìis Sr du dégré r; les coefficients de ces 
poìifnomes sont des nombres rationnels. 

IL Uexpression susdite de yn petit ètre déduite de celle oblenue pour 
Cn en y posant simplement — Sr au lieu de Sr> 

Les expressions développées (6) et (9 ***) pour Cn et yn qui sont nouvelles 
peut-ètre ne sont guère convenables pour un calcul numérique; pour obtenir 
les valeurs approchées des coefficients susdits ont peut partir de certaines for- 
mules récursives, comme l'a fait M. Bourguet (*). 



IL Séries de puissances obtenues pour B{ — - — j - j et pour or . B j - ? ^-j- 

Il est bien remarquable que les résultats précédents peuvent ètre étendus 
à un cas particulier de la fonction beta aussi. En effet, posons 

nous aurons, en ver tu de (2j, 

-,T.,=i(«.(|)-.(i±i)) =.,.), 

uù nous avons pose pour abréger 

, 1 _ 1 , _1 1_ , 



(') Alta Mathematica, t. II, p. 288, p. 291; I88t. 
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et plus généralement 

Pour l'argument 1 nous posons encore pour abréger 

/i. 11,11, 
=r,(l)— a,= -p: — -^--hg- — --1 , 

ce qui donnera 

ff, = log 2 

et plus généralement, pour n > 2, 

2n-i _ 1 

^» — — a^TT- ■*»• 

Cela pose, considérons cette sèrie de puissances 



nous aurons 



^»-À(''."4M)l„ 



de sorte que le mèine procède que nous venons d'appliquer sur la fonction 
gamma donnera ici pour le coefficient hn cette expression 

bn=-{-i)"--^-^^JyUiiu (12) 

où nous avons pose pour abréger 

' ^ ^ ri . rt . . , r^. 

ri + r, + r3 H h ^a = n, 

Appliquons ensuite cette formule fondamentale r (1 -\- x)=^x , r(u;), nous 
aurons de mème, en vertu de (10), 

ce qui donnera cette autre formule analogue à (8) 
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(Yt)\i pour X 1 

k,n 

Oli Vii) (lésigne la quantité que nous venons de definir a Taide de (12^**). 
ConnidéronB inaintenant cette autre sèrie de puissances 

Itìfi coefficiente dn doivent satisfaire a cette condition 

Cela pose, cette formule fondamentale 

donnorn, hì nous multiplions par {x + 1) les deux membres de (a), cette nou- 
vollo sì'm'Ìo do puissanoos 

sT'^It' 2)"-' t-/3ia: f /3,x« + /33x' f ..., |:r <2, (13) 
dont lo cooificiont general se determino par cette formule 

k=n ( 1 \k h,n 

do sorto (|Uo nous avons d(^monfré ces deux théorèmes qui semblent ètre 
nouvoaux : 

III. Le covfficient fin de la serie de puissances (13) peut étre forme si 
ìwus ìrmplace^ dans l^expression obtenue pour ynj Sr par a^ . 

IV. Le rovfprient />„ de la sr'rie de puissances (11) peut étre déduit 

cu muUipliant par [* Vcxpression obtenue de /3„ en y posant — <7r au lieu 

de Qt . 

11 ost óvid<Mit (pio los oxprcssions di'^veloppres que nous venons de donner 
pour los oootUoionIs gi^nóraux /*„ ot ^3^ ne sont guère commodes pour un 
oaloul niinìóri(pio. Oopon«lant, il est tròs facile de représenter les deux coef- 
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ficient susdits sous forme d'une sèrie numérique qui peut ètre caleulée appro- 
xiraativement sans peine quand l'indice n et assez grand. Pour déduire de 
telles séries numériques appliquons eette formule bien connue 

1 _ i 

u 

d'ou 



Cela pose, la formule du binome donnera 

d'où, en vertu de cette formule intégrale, où r désigne un entier non nó- 

gatif 

i 

[<*- • (log tYdt = ^—^^ . 9i (a;) > , 



U 



et en appliquant (J), cette expression nouvelle de bn 

(_l)n è =_L 4- V . ^ I l^J . J_ I V;l^^_ . — H (14) 

ì » in+\ ' 2 3«+* * 2 . 4 5«+» ' 2.4.6 7»+* ' ^ ^ 

Nous aurons de mème 



(- 1)'^ ( i 1' 



n! 





Jte.-')^'^'= / 



_1 _1_ , 1-3 1 1.3.5 1 

2 ' 2'»+» "^2.4' 4'*+* "^2,4.6 * 6*»+« + • • • 



\ 



(0 



et, en vertu de (y), 



1 



' 

ce qui donnera, en appliquant la sèrie de puissances (13), 

||t--Ì-^ - l) i"-' dt^3, + lS,x-\- fi, a;' + j8, x' f 



... « 
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de sorte que nous obtiendrons à Taide de la sèrie numérique (e), cette repré- 
sentation nouvelle du eoefficient (in' 

( -- l)n-i 3^ _-^ ^ . - + ~ . — + ^^^^ -A (15) 

Les formules (14) (15) donnent préciséraent les représentations nouvellee 
des eoefficients bn et /3n que nous avions nous propose de développer. 
Quant aux séries numériques 

, 1,1 1,1.3 1 , 1.3.6 1 , 

1" ^ 2 3'» ^ 2 . 4 5" ' 2 . 4 . 6 7» ^ 

„1 1,1.3 1,1.3.5 1, 
2 2" 2 . 4 4'* ^ 2 . 4 . 6 6^ ^ 

nous avons, en vertu des théorèmes III et IV, cette proposition reraarquable : 

V. La somme de la sèrie numérique Un est égale à un polynome en- 

tier à eoefficients rationnels e/g 7,, ^j, . . . , (?„ ^i homogène du de gre n dans 

ces nombreSj si nous supposons Or du dégré r. La somme de la sèrie ^n, au 

contraire^ peut etre déduite en multipliant par — ~ Vexpression obtenue de 

Bn 1 en y posant — Or ctu lieu de jj^. 
Nous aurons par exemple 

Bi --— (7, -^^ log 2 
^3-|--log2, 

ou, ce qui vaut autant, cette formule eulérienne 



71 



-Jlogsinyrfy =y • log 2; 



en efFet, pour déduire cette formule nous n'avons qu'à mettre dans (i) n=z\ 
et / = sin f . 

Oopcnha^ue, le 25 avril 1903. 



Recherches sur des généralìsations d*une 
fonction de Legendre et d'Abel. 

(Par Niels Niklsen, à Copenhague.) 



§ 1 . FORMOLES QÉNÉRALES. PoiNTS CRITIQDE8 DE L^.p {x). 



I, 



1 est bien connu que LEaKNDRE (*), Abel (**), Scbaefpers (***), et dans 
les dernières années, M. W. Kapteyn (♦♦♦♦) ont démontré pour cette fonc- 
tion transcendante 

L/ \ ce . Cu . 00 . . . ce . \ ì ^ ■% 

2 (ar) = -p- + 22- + -32 + h -;^ H » I ^ I -< 1 

un nombre de propriétés remarquables. Dans la coramunication que voici je 
me suis propose d'étudier certaines généralìsations de cette fonction célèbre 
Li (a;), de démontrer que les fonctions en question sont holomorphes dans toute 
l'étendue du pian des ar, à Texception des deux points critiques transcendants 
T = 1 et X =: (X), de plus j'ai à indiquer les branches différentes des fonctions 
susdites et de donner enfin un nombre de propriétés intéressantes des valeurs 

obtenues de nos fonctions en y posant x=^\^ r = — 1 et a:=^-^ • 

Pour construir la généralisation en question de L2 (x) définissons comme 
ordinairement, à l'aide de cette ìdentité, 

re (a: + 1) . . . (ir + n — 1) = C^rc'» + C\ x^-^ + CI a:^-* H \- Cr^ ^ 

les coefficients de la factorielle du rang n, puis posons 

CI 



&) 



«— p— 1 — 
/i-i — 



In - 1) ! 



(*) Kxercices de calcili integrai^ t. II, p. 214. 
(**j (Euvres compietesi t. II, p, 189. 
(***) Journal de Creile, t. 30. 
;****) yieiuc Arrhief, 2^ Sèrie, t. :^, p. 225 'i^O; 1897, p. 283-284; 1898. 
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nons aurons partiarlièrement 



«; = 1 , «i = i. + ^ + • • + ~ ' «:* = 4- , 



" " I 



ni 



tandis que généralement wj désigne la somme de tous les ( '* i produits à p 
facteurs diflférents choisis parmì ces « nombres 



(1) 



111 1 

12 3 n 

nous aurons pour le coefficient du binome cette expression 

(■' "^ « ~ ^) = 7 ■ (""-• • '^'" + ""- ■ ■''"■"• + • • • + '---') ' 

tandis qu'une formule bien connue (*) s'écrira sous cette forme nouvelle 

(log (l— «))? = {— l)Pp! • _2 ^3^- a-'"'. Ui<l» (2) 

.s=0 'P I •'? 

où p désigne un positif entier. 

Introduisons maintenant cette fonction beaucoup plus generale que L^ {x) 

noas aurons particulièrement 
tandis que nous posons 

8=1 * 

ce qui donnera cette autre formule particulière 

Lnji (X) = Ln+i (X). (3*>») 

Cela pose, appliquons cette formule intégrale 

1 

( 1 y r » 

t9''(\ogtfdt = ^- — i^-^*, 

u 



(*) Voir par exemple Schlòmilch, Compcmlinm der hoheren Anali/sis, t. H, p. ìli. 
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oh r désigne un entier non negàtif, nous aurons, en veitu de (2), cette expres- 
Sion nouvelle pour la fonction Ln^p (x) 

^-^P^""^- pl(n-l)\ ' J f '''' \^\<h (4) 

ò 

où le chemin d'integration est la partie de l'axe des nombres positifs située 
entre t = et < = 1. Or, cette expression integrai que nous venons de don- 
ner se transforme par une integration par parties; nous aurons en eflfet 







oti le chemin d'integration est toujours la mème partie de Taxe des nombres 
positifs. 

Il est évident que la formule (4) nous fournit un simple moyen pour le 
prolongement analytique de la fonction Lnyp{x) qui n'est définie que pour 
|a:|<l. En effet, dans ce cas l'intégrale susdite représente précisément la 
serie de puissances que nous avons prise comme définition de Ln^p{x)] pour 
p>_l et |.t|> 1 la mème intégrale a toujours une valeur finie et déterminée. 
Déraontrous encore que la fonction de x représentée par cette intégrale est 
analytique aussi. 

Or, la verité de cette assertion est une conséquence immediate de la 
forme mème de l'intégrale susdite. En effet, nous aurons, en vertu de (4**"), 
pour la dérivée de Ln^p (x) cette expression 

Da^ Lnjp (^) = — • ^n-ijp (x), (5) 

formule qui est certainement valable pour une valeur finie quelconque de x, 
les valeurs positives et plus grandes que ou égales à 1 exceptées, car dans 
ce cas l'intégrale figurant au second membre de (4^^*) deviendra illusoire. Ap- 
pliquons maintenant plusieurs fois la formule (5), nous trouYons 

D. L.,p ix) - 4- • ^o,p ix) = ^-=^]^~ . 4- • C^g (1 - ^))^ (5'") 

ce qui mentre clairement que la fonction Ln^p {x) est analytique dans tonte 
partie finie du pian des x^ à l'exception du point a: = 1 qui est certainement 
point critique de notre fonction parce que ses dérivées d'un ordre fini mais 
suffisamment grand deviendront infinies pour cette valeur de x. 
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Avant d'étudier la nature de ce point critique introduisons les sì^tìbs 
numériques obtenues de Ln^p (x) en y posant a; = l, x^^ — l^^r^:--, séries 
qui sont très remarquables. Posons pour abréger 

nous aurons particulièrement 

111 

_ _ 1 1,1 -.n 

11,11,11. ^^ 

La serie So^p est divergente ; pour ao,p et a©,? nous obtenons, au contraire, 
en vertu de (3), ces expressions 

( - 1;P ao,p = «cp = ^, • (log 2/ j 

P • > (b) 

a, = (7, ^= log 2, ) 

Posons encore dans (4^'^) x^^l et transformons l'intégrale ainsi obtenue 
en mettant 1 — f au lieu de <, nous trouvons cette ógalité 



§ 2. BrANCHES DIPFÉRENTES de I/n,p(.T). 

Pour déterminer maintenant la nature du point critique x = 1 de 
Ln^p{x)^ mettons dans (4) <a; au lieu de <, nous aurons cette autre expres- 
sion intégrale 



X 



L M— tlil:!^ r (log ( I - t))P (log t - log ^) n-' 



où le chemin d'integration est représenté par la ligne droite A qui unit 
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les deux points < = et t^x. Appliquons ensuite la formule du binome, et 
ìntroduisons cette fonction nouvelle 






u 



où le chcmin d'integration est toujours la mème ligne droite A^ nous aurons, 
en vertu de (7), cette autre formule 




s=0 *• 



d'où plus particulièrement 



Ln^p (1) = Jtfnjp (1) — 5n,p . ) 



(8) 



(8»>»») 



Inversement, il est très facile d'exprimer la fonction M„,p {x) sous forme 
d'une fonction linéaire et homogène de 

En effet, cette expression peut ètre déduite directement de (8) et des 
formules analogues qui correspondent aux valeurs plus petites de n. Or, cette 



224 JV'.V'/^ y ìtHth . hrcié^-rìt-st su^ ó-s* Q'/U'j^'uiièiiUgmi:^ 



ideiitité nous couduira uìu& laciknu^in au tiin 



/«^(logfrcr-,^ '^••^^^' '•^"-'- 







iioug auroiis en efiPet inimédiateiii'_-iit, *•! T*riu ot* 2 . 



.- f 






formule qui inontre clairemem qut. wuz «^ T. ia ian^iuL Jf^a 

lytique dane toute Tétendue da lùat det jr^ à reioejitiaii òs jimns j=^i», 

^ --=:r ] , a: — CIO qui simt de€ poim* crniqi«* iit*ur oca* ìbxjczìiel. 

Posons dan« (9; ^ =:= , , sxoìiì aurc«if oesn* fcTHiuit i 






TramSormom maint^xiact («ar ciie ictégraiioii }«aT i^rck» la Offi&nion 
intégrale de J/«rf ^^^ ^^^^ auron^ imm^iateineD: 

d'oìi, en pogaiit dans la nouvelle intégrale ainsi obtenue 1 — / aa lieo de /, 

cette autre fonuule 

^nn. U) - ""^ /^r • Uog x/» * log < 1 — .r . ^ ~ 
(— !/'-;>-« r (log: /jip--« fl ogd — ò> ^ / \ 



i-x 



oij le cheniin d'integration est la ligne droite C qui unit les deux points 
/ l -X et < 1. Or, intégrons dans le sens direct le long du périmètre 
du triangle C li la fonction 

(\q^ tjV"*^ ( Ioga -j i])^ 
i 
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nous aurons, en vertu du théorème fondamental de Cauciiy 

oc eh BÒ CB OB OC 

de sorte que nous obtenoiìs pour la fonction A/n,p(^) cette équation fonda- 
mentale 

Mn,p{T) + Mp,n{l-^) = Sn,p + ^ Jj^; • (log O;)- ^log ( 1 -^)J , (10) 

dont le cas w = p=:l, qui conduira à L^i^^ appartient à Legendre, 

Posons particulièrement dans (10) x = ~9 nous aurons, en vertu de 
(9^"), cette relation numérique 

on bien, en vertu de (6), 

2 ri • ^n-rjp + 2 "\ • Ctp-rìH = Snjp + ,* . J (H '*) 

posons encore dans (11) p = l, nous aurons 

2^ -ian-.r + aon-i = Sn-(-;;^:^ (12) 

dont le cas particulier n = 2, c'est-à-dire la formule 



^2 
4» 



''' = 12 2 



1 (log2)', (12'"») 



appartient à Leqe^dre. 

Introduisons maintenant dans (8), au lieu des Jlf„,p(a;), les expressions ti- 
rées de (10), nous obtiendrons, d'après une propriété bien connue des coeffi- 
cient du binome : 






(13) 
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d'où, en vertu de (9), cette formule plus compliquée 
i.„(x)=tli^ . (l,g.)-(log(l-x,)'+'T ^'°^"'' 

ni p\ \ / r=t] 



o •»-••*« 



r=0 ^' 



A Ti ■ A Ti 



(13"») 






Considérons en partìculier le cas p=1, nous obtieiidrons cetie équation 
fondamentale plus elegante 

in... (x) = 'T' ^-1^ L-... -L.,„ .. (1 - x.ì-tell .;iog(J_a;),(14) 
d'où, en posant a:=:-r- > cette formule numérique 

Or, ces formules g^nérales démontrées, il est très facile de construir 
toutes les branches diflfèrentes des fonctions Ln^p(x) et M^pix). En effet, dé- 
signons pour abréger par [f[x)\a ce qui deviendra f{x) si nous faisons tourner 
dans le sens direct la variabile x autour du point a: = qui est point cri- 
tique de f{x\ nous aurons immédiatement, à Taide de (9) et en appliquant 
l'identité 

[loga;]o^loga;+ 2 ni, 

cette première équation 



[3/«,p (:>:)| 



li'M- •(2^i)'-M„-.,p(a;), (15) 

{j=0 * • 



de sorte que nous obtenons, en vertu de (10), cette autre formule analogue 

[Mn,p (te)] = '"^^ t Y . (2;: 0(itfl),n r (1 - X) - ,Sn--r,p) • (15^^«) 

La formule correspondante pour [Ln,p(.'^)]i peut ètre trouvée maintenant 
à Faide de (13) ; cependant elle deviendra assez compliquée, de sorte que 
nous nous bornerons à déduir de (14) cette formule elegante 



yLnM {x)\ 



= Ln^i [X) - - ^^ • (log xr ; (16) 
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c*est-à-dire que la raraification de cette fonction est d'un caractère logarith- 
mique. 

Après ces remarques générales nous avons à considerar les trois séries 
numériques Snyp , <xn,p et Onjp et à démontrer un norabre de relations remar- 
quables entre ces nombres. 



§ 3. SOMMATION DE LA SÈRIE Sn^p A l'aIDE DES NOMBRES Sr . 

La forme mèrae de l'expression intégrale obtenue de (4) pour Sn,p nous 
conduira naturellement à prendre pour point de départ cette intégrale eulé- 
rienne de premier espèce 

1 

jt.-i(^i^t)y*dt = p^SM m{x)>o, m{y)>0. 

En elffet appliquons la mème métbode que dans ma Note précédente, la 
formule susdite se présente sous cette forme nouvelle 







de sorte que nous obtenons par le mème procède, en diflférentiant p fois par 
rapport à y, 

hx^i (1 _<)y-i^log (1 _ t)fd t = 



où nous avons pose pour abréger 

|7-*/^ y) — V ^^' ( ^^ y) Urt {X , y)... Urie {X, V ) 

et 

Wr (ar, y) = 5^ (y) — Sr{x-\- y). 

» 

Mettons maintenant dans ces expressions y = l, et posons simplement 
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V{a:) et Ur{^) au lieu de Vix^ 1) et Ur(^j 1) respectivement, nous aurons 
cette formule plus particulière 

J■^-'(Iog(l-of^^--^(-l-p!|;^•4^^ 



formule que nous avons à différentier ensuite {u — 1) fois par rapport à x. 
Ces calculs faits, mettons x=^0 et remarquons que nous aurons pour la 
fonction 

y (jv) = a» .r -|- «2 ^' + ^^3 -^ + • • • 
cette identité 

^■-('-i-i.=i •»'««)=<-')'-. 

nous trouverons finalement, en vertu de (4), pour x=^0, eette formule ge- 
nerale 

Pour effectuer les dìfférentations nécessaires il est bon de se rappeler à 
cette identité 

^ . ^ ' (17»»') 



+ (' 



3 



11 est évident que la formule (17) nous permet d'exprimer sous forme 
finie, à Taide des nombres Sr , la somme de notre sèrie numérique .9n,p . En 
efiet, la formule susdite don nera ce théorème general ; 

La somme de la sèrie numérique Sn^p petd s^exprimer sous forme d^un 
polynome entier des nombres s, , 53 , . . . Sn^p et homogène du dégré (n + p) dans 
ces quantités si nous supposons Sr du dégré r; les coefficients du polynome 
susdit sont des nombres rationnels. 

Considérer maintenant quelques cas particuliers de ce théorème general. 
1.^ p = l; nous n'avons dans ce cas qu'à considérer cette fonction 

unique 

1,1 
F(a:) = w, (rr); 

nous retrouvons ^identité 5n+i=5n,i. 



.-'^h 
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2,^ p = 2 ; ici nous avons à étudier ces deux fonctions 

1,2 1 2.2 / \t 

ce qui donnera 

de fa^on que nous obtiendrons, en posant (n — 1 ) an lieu de n : 
'•^1/1,1, , 1 \ w 1 '="r^ 

formule que j'ai démontrée récemment(*) d'uue autre manière. • 
3." p = 3; nous trouvons ici 

1,3 1 2^ 3,3 / \t 

ce qui donnera 

(n4 -2)(n + l) 1 '•='ti-\ , I l'"=v"''^ 

où nous avons pose pour abréger 

Dans le cas n = 7 nous trouvons par exemple 



§ 4. AUTRES RBLATIONS BNTRE LES SÉKIE8 NUMÉRIQUES ^n^p? ^nyp l^l* O^nip» 

Les formules générales que nous venons de développer au § 2 nous ont 
donne corame des cas particuliers quelques formules contenant les séries anyp^ 
tandis que les mèmes formules générales ne nous donnent aucun moyen pour 



(•) Ce Journal, méme volume, p. 195. 

Annali di Matematica, Serie III, tomo IX. i^ 



230 Niels Nielsen: Kecherches sur des généralisalions 



introduire directenient les séries analogues (7„,p . Or, la formule (9****) donne 
si nous posons respectivement 

X = 1^ t = sin* <f] x = — 1, / = tg* 9* ; ^ ^=== ;y » f = 2 sin* y 
ces expressions intégrales pour nos trois séries numériques 

n 
2 

Sn,v= n!(p-i)! )tg?.(logcosy)P-Miog8Ìn^)«rfy (18) 



n!(p— 1)! 





4 



'"" = • n!(j)-l)! • I *S ^ • ^**'^'^' ?^"' ^^^'^ *^ ?)" "^ ? ^^^^ 




?I 



4 

"'"^== ^"^!?p-"l)'!^ • Jtg?(logcos9)P-'(log(28Ìn'y)p?, (20) 

Ò 

formules qui nous permettent de déduire facilement un nombre de formules 
nouvelles entre nos trois séries numériques. 

Posons dans (18) (19) (20)p=l, nous trouvons des expressions intégra- 
les pour Sn4-i, ^n+i et an+i. 

Considérons maintenant en premier lieu cette intégrale défìnie : 



n 

T 

^"'^ ^ nl(p~l)\ J *^ ^ (log 008 <f)P-' (log sin cf^ d y, 



nous aurons, en posant 






log sin ? = log tg y + log cos 9 

et en appliquent la formule du binome, à l'aide de (19), pour Anp cette pre- 
mière expression 

^„„ = (-l)i'.|g(-lr(P + p^)-a„.„p,,. (21) 

Posons ensuite dans § 2, (/3) ^ = - ? f = cos* y, nous aurons 



-"^njp 



(1 \ (>*"*■* 



.-">:- j 
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ce qui donnera, en verta de (9**") et de (6), pour An^p cette autre expression 

rr=n tf 



d'où, en vertu de (21), 



r=0 ' • r=»0 \ ' / 



(22) 



meltons particulièrement n=l, noas aurons par là 



Introduisons encore dans (10) au lieu de 3/n,p(p) l'expression (a), nous 



aurons 

'p 
d'où, en vertu de (21) et (6), cette autre formule 



^njp + Apyn — Snjp + " y— j » (fi) 



m 

_ , _ [ (23) 

+ (- l)\f (- ir(" "^ "r ^)- ^p-r,„H.r = «n,p, 1 

ce qui donnera pour p=l et n — 1 au lieu de w, ce oas" particulier très 
élégant 

S^^C- lr^n-r,r = 5n + (— 1)'^ . 2 . cr„n-. • ' (23^»«) 

Posons ensuite dans (19) 

log tg Gp = log sin y — log cos 9 
et dans (20) 

log (2 sin* y) ^1^ (7, + 2 log sin y , 

la formule du binome donnera, en vertu de la définition de An^pj 



^n,p 



(- 1)^ li - l)'-(^ "^ ' M An^r^p^r (24) 

«n„ = 1" ^-^- • < . ^„-r„.r • (24"») 

rr=0 ' • 



# • 
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Cela po8é, exprimons dans (24) tous les nombres Arjs à l'aide de (21^^*), 
nous trouverons cette proposition remarquable : 

La soimue de la sèrie numérique a„,p s'exprinie sous forme dUtne fonc- 
tion lineaire et homogène des séries a^,* Jiour lesquelles r < ?i, ^^p; i^s 
coefficients de cette expression soni des polynomes entiers et a coefficients ra- 
tionnels de 7, ^- log 2. De plus^ supposons arjs du dégré (r + s) et cr. du dégré 
1, V expression susdite est homogène du dégré (n -\- p). 

Exprimons, nu coiitraire, dans i24**'**) tous le nombres -4r,« à l'aide de 
(21), nous verrons que le théorème quo nous venons d'indiquer resterà vrai 
encore si nous y permutons les séries a^,» et j^,* • 

Ces tbécu'ènies démontrés, il est évident que pour connaitre toutes les 
séries a,.,, et a^,* il suffit de trouver ou les «r,» ou les a,.,, seulement, cepen* 
dant je n'ai pus réussi à résoudre ce problème. 

Pour établir quelques autres relations entre les séries Sn.^p et <7n,p consi- 
dérons encore cette intégrale définie 



,1 



4 

•^'» ^ {n—\)\ * I *? 7' ^log cos cp + log sin y)»» » rf 0), 



nous aurons de (19), en posant 

log cos y + log sin 9 ^^ log tg y + 2 log cos y , 

et en appliquant ensuite la formule du binome, pour Jn cette première expres- 
sion 

Jn = ^}^ • '^"'(-lr^-2' + ».(7n.r^.,.H. (25) 

Introduisons ensuite dans (/5) pour Anip et Ap^n les expressions intégrales 
correspondantes, et posons r au lieu de p et n--r au lieu de m, nous 
aurons 

T 

P ~ J J tg ? (log cos (ff-' (log sin ?)'»-'• rf y + 





1 
4 





2» . w \rì * 



(- 1)" (» - 1) ! , 

27, Sn-rjr- 



(rune fonction de Legendre et dWheL 233 



Posons maintenant dans cette formule r=l, '' = 2, r=:3,..., 
r =in — 1, puis ajoutons toutes ces équations, nous aurons à Taide de la 
formule de binome, et après un simple calcul, pour Jn cette autre expression 

'^" ^ 2 • 5 + 2-"^^ • ? *-'•" ' (25"'») 

ce qui donnera, en vortu de (25) cette nouvelle formule numérique 

'2 «n-r,r = 'Ì|\— 1 ^ 2^ . <In r,r • (26) 

Mettons encore dans(y)(2w — 1) au lieu de n et successivement r= 1, 
2, 3, . . . , 2 n — 1, puis ajoutons avec des signes alternés toutes ces óquations, 
la formule du binome donnera, après un simple calcul et à Faide de (19) 
pour p=l, cette autre formule numérique 

2/1—1 

2cr^= 2 (— lr*.5,n-r,r, (27) 

1 

ou bien, à Taide de l'identité 5n,p = «p,n 

1 ^ 

11 est digne d'étjre remarqué que cette formule numérique n'est au fond 
autre chose que cette formule intégrale bien connue 

1 

j/^-»(l — 0"*^<= . ''— ' 1>?R(^)>0, 
J ^ ^ sin TT a: ^ \ / ^ i 



ou, en applìquant la formule du binome et en intégrant terme à terme la 
sèrie infinie ainsi obtenue, ce qui est permis : 

-.-- = -^ + T "-^-^/^-f +/ -=-^-^ • -i- 9i (-)< 1. 

^WiTzx ^ S=i 1.2. 3... 3 ^4-*' 

Oberchons en effet aux deux membres de cette formule le coefficient 
de x^^j nous trouvons précisément, en vertu de (l), la relation (27). 

En terminant ces recherches nous avons encore à indiquer un autre groupe 
de formules qui contiennent les séries Sn^p et a„,p. A cet égard prenons comme 
point de départ cette formule bion comme 



00 



^t-'^{l + t)'ydt^ ^''^-''^l^l ""K m{x)>o, >n{y-x)>o, 
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00 1 oc 



H-/ 



et jkosons daiìs la dernière des intégrales Douvellee — au lieo de £. anuff .xiimnfr 

3 1 



i> 



DiiTérentions maìntenant p fois par rapport à y cette dcnLotirif tfiiriiiiiii; 
puis posoiis y^=l, le procede ordìnaire donnera eans peice 



+ 



— r • I ; dt -r- 



,à«!(p-»)!'J 1--^ " 





/ 



SIIIt:^ /S Ari ;*: 



k.p 

où F(^) est la méme fonction que dan« la formule tl7). 
Cela pose, mettons pour abréger 

puÌ8 différentions (h -1; fois par rapport à a: la formule {d)^ nons aarons 
finalementy en posant ensuite x=^Q et en appliquant les deux exfiressjcms 
intógrales obtenues pour onp en mettaiit dans f4) et (4*»**) x = — 1, cette for- 
mule nouvelle 



- 2 2fltr 






où nous avons pose pour abréger 2^0 1, 
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La formule generale (28) est très compliquée, il est vrai, cependant il 
est très facile de déduire de cette formule plusieurs autres que nous venons 
de démontrer. Indiquons quelques-uns de ces cas particuliers. 

1.0 n= 1 ; nous retrouvons la formule (23^*"). 

2.® p = 1 ; nous aurons dans ce cas 

d'où, en vertu de (17*»^*), 

Brji = r ! Sr-^f ; 



ce qui donnera cette formule particuHère 



<n-l 



— (n — (— l)'*ìc7n,i +2C0S' -^•an-i,i = 5n4-i + 2 2 <^2r. Stn-?rf i, 

d'où, en posant (2n — 1) au lieu de n, cette formule récursive 



«-1 i 

1 ^ 



que j'ai démontrée récemment (*) d'une autre manière ; c'est la mème chose 
pour la formule analogue que nous trouvons en posant 2 n au lieu de n. 

Copenhague, le 20 avril 1903. 



*) Ce Journal, mème volume, p. 196. 
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Evaluation nouvelle des formules de Bi- 
net, Gudermann et Haabe concernant 
la fonction gamma. 



(Par Niels Nielsen, à Copenhague.) 



I. CoNVERaSHCE UNIFORME DE CERTAWES • 8ÉBIES 1NF1NIE8. 



D 



ans 8on excellent mémoìre sur la fonction gamma M. J. L. W. V. Jensen 
a déduit, le premier, d'une manière rigoureuse les séries de factorielles trou- 
vées par Binet pour ces deux fonctions 

0) (x) = log r ix) — YO——Yogx + x — log (^2 n) 

0), {x)=r^ìogx — W{x)^ 
où ^' (x) est la fonction de Gauss, savoir 

W (a;) ^ D„ log r (X) = —C — 'yl —^ ^ì . 

tandis que C designo la constante d'EuLER. 

Cependant la méthode appliquée par M. Jensen ne permet pas de dé- 
terminer le champ compiei de convergence des séries en question; particu- 
lièrement il est par cette méthode impossible de trouver Taire où ces séries 
sont non absolument convergentes si un tei aire existe. Or, par un autre 
point de vue il est très facile de combler cette lacune dans la théorie élé- 
mentaire de la fonction gamma et cela à l'aide des moyens les plus élémen- 
taires, savoir la formule 

' ==l + -7-:Vr. + --- + '^!Ì'?;V^\t"~/^ + i?n(^), (1) 



X — OL X x^x+ì) x{z -]' l) , ..{x -^ n) 



(*) Nyt Tidsskrift for MathemaUk. t. 2 B, 1891 (Copenhague, danoÌ9\ 

Annali di MatemaUcaf Serie IH, tomo IX. 31 
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où noufl avoTìs pose pour abréger 

Remarquons eiicore en passant que iiotre méthode donnera comme des 
corrollaires les formules dues à Gudermann et Raabe concernant r(.r). 

Il est bien connu que la formule (1), qui est due à Stirling du reste, 

peut ètre démontrée d'une manière complètement élémentaire, cependant la 

formule 

1 



^ 



X — (X. 
u 



nous conduira immédiatement au but, si nous posons sous le signe d'inte- 
gration 

et si nous appliquons ensuite n fois l'integration par parties. 
Ecrivons maintenant sous cette forme 



...|1-^-"^ 



l'expressiou (1**'*) pour Rn{^)i puis supposons ^ì{x — a)>0, il est évidera- 
ment possible de déterminer un positif entier N^ tei que 

1K(^)I<€, n>N, (2) 

où £ désigne une quantité positive dounée auparavant et étant aussi petite 
qu'on le veut. 

Posons encore dans (l)/r = a + p, p désignant un positif entier, puis 
divisons dans cette mème formule par 

a.{a-\- 1).. .(a +23— 1), 

nous trouvons 

^ (a + s) (a + s + 1) . . . (a + 5 -fp) 

_!/ _ __ 1 1 \ ^ ^^' 

p U (a + 1). . . "(a + p — 1) (a + « + 1) . . . (.« + w -t p); 

formule qui est valable pour une valeur finie quelconque de a. 

Cela pose, mettons dans (1)^ + 1, ^^ ' + 2 , . . . , a? -j- p au lieu de a?, puis 
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ajoutons toutes les p -{- 1 équations ainsi obtenues, nous aurons, en vertu 
de (3), une formule de cette forme 



(4bi.) 



où nous avons posò pour abréger 

^^ ^ $3 x-\-n «g s ioO'j-p)..,(x + p + $—iy 

or, appliquons cette identité, où g désigne un positif entìer 

J^ny-^-rq) ^ _ a + y (>z; + n + 1) . . . (o? + n + j) ^^ ^ ^' 

nous aurons pour le terme de reste JBn,p (^) cette autre expression 

Rn^P (^) -(1 + J ^_« + , • (^+n + l)...(^-t-n + .)j ^" ^"^^ " I 

_*y' l a(QC + l)...(a + g — 1) i 

Cela pose il est facile de déraontrer qu'il est possible de déterminer deux 
nombres positifs entiers N et P, tels que 

I «n,p {X) I < e; (5) 

pourvu que l'on ait à la fois 

^^^y P^^j 9fì(a; — a)>0, 

et pourvu que e désigne une quantité positive donnea auparavant et étant 
ausai petite qu'on le veut. En effet le second raembre de (4^**) représente deux 

séries absolument convergentes multipliées par Uni^) et par — r- — respecti- 

veraent, ce qui suffit pourvu que a ne soit pas égal à un entier non positif. 

Gomme résultat de nos recherches précédentes nous aurons ce lemme 
fondamental : 

Faisons crottre à rinfini dans (l) le nombre n et dans (4) les nombres 
n et p, puis divisons par une ligne quelconque perpendiculaire à Vaxe des 
nombres réels en deux partie le pian, savoir D située à droite et G à gauche 
de la ligne susdite. Cela posé^ les deux séries infinies obtenues de (1) et (4) 
seront uniformement convergentes pourvu que les deux vartubles x et a soient 
assujetlies 'à etre situées constamment dans D et dans G respectivement. 



i 
j 



'i 



-^ i * y * **.< # i5r;Biiit'"'^{'«r ttfmMflàe dei iir'mui^ 









«>.-:' v.*i'^^V^^>r. .. *»n iAi-wì^- *ÌH J'iiit^ger tieiice ii terme jiar ^Hinorc a x 



tf 



( (VfJC; - *'iX -a.|<f«. 



t 

^.(uhiA a ì'iuU:%t aiihw de la j/jrie infinie figurant au second membner de ^6), 

. ' 6'i -h . c; -I « cr* 

fcMìfiiii" 'j<H <:.T» valgili*-, pourvu quo ^ Bolt un point du demi-plan P, tandis 
(|ut" I" / li'MfHii H'ifii/tjfratioii (0, a) Boit situé complètetnent dans G. Introdui- 
sons ciicorc! 'hin^: ^7;, «u li'Mi d(i M^^./;) MM^ -a), la serie in6nie obtenue 
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pour p = oo du premier membre de (4), nous aurons pour ooj («, x) cet autre 
développement 

Cela pose, mettons dans (9) « = — 1, nous aurons, en vertu de (8), ce 
premier développement en sèrie de factorielles 

11 (— \Y 

0), (a:) = 2 ,.a;(^+I)(^ + 2)...(^ + ,_l) ' (^^) 

qui a été indiqué légèrement per Binet (*) et qui est valable pourvu que 
3i {x) > 0, Posons encore dans (9) a = 1 et or + 1 au lieu de x^ nous au- 
rons, en vertu de (9), 

- «t l'^) — L^ " « . (^ :f 1) (.^^ :h"2) . . . (¥+7) ' ^"-^ 

qui est valable aussi pour ^(^)>0. Mettons maintenant dans (1) « = 1 et 
X + 1 au lieu de a?, nous aurons de mème 

^ là s ' (0? + 1) (^ + 2) . . . (^ + s) * ^'^^ 

car nous aurons évidemment 

1 . 2 . 3 . . . (s - i) 5 = CJ + C'i H Cr* = (s ~ 1) ! 5. 

Or, les formules (a) et (/3) donnent aisément cet autre développement en 
sèrie de factorielles 

IO o 

^ '^ tó s . (^ + 1) (^ + 2) . . . (d? + s) \ / -- ) \ / 

qui est donne explicitement par Binet (**). 

La formule generale (9) est due à M. Mellin (***)• 

Pour évaluer les deux sèries de factorielles obtenues par Binet pour la 
fonction (*i(x\ intégrons de à a terme à terme la serie infinie figurant au 



(*) Journal de V Ecole Polì/technique, cali. 27, p. ^J31). 
(**) Loc. cit., p. 234. 
(***) K. Sccnska Vetensh, Akcid, Forhandlingar, Stockliolm, 1883, 
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second membre de (9**^'), ce qui est permis, nous aurons sane peine 

J«. (a,x)da = g [[a: + s - f ) log (l - -^) + 



+ «-| log (l --^-}-2-^^^J. 
d'où, en posant 

.Kx)=3;[(x-M-|)i.g(i-4.)+.]. (11) 

nous aurons, en vertu de (9*»**), 

a 
i* fi 

w, («, ;r) rfa = (k)(a, .^) 4" -g ' Wi («, ^). (ll^**) 







Intégrons maintenant de a a torme à terme la sèrie in6nie figurant 
au second membre de (9), nous aurons de plus cet autre développement en 
sèrie de factorielles 



2 «"à 5.;z:(i^ + 1) . ..(^ + s — 1) 

formule qui est valable aussi, pourvu que le cbemin d'integration (0, a) soit 
situé complètement dans le demi-plan G^ tandis que x désigne un point de D. 
Remarquons maintenant que l'intégrale prise par rapport à :z; de 1 à i»; du 
terme general figurant au second membre de (9^*') deviendra 

-(x + s-.,)og(l-^) +(. + 1 - -.)log(l- j-ii-) = 

=-[('+»-f)'"M'-i-i^)+"]+ 
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(y) 



nous aurons cette autre formule intégrale 

— |wi(«) x)dx=^(ù{aj x) — 0) («, 1)+ j 
1 

+ 1 («. («, ^) - ". («, 1)) - Y ("^ (^) + ^>' ) 

Oli e désigne la constante d'EuLER. 

Revenons encore à la formule (7**"), nous avons au contraire 

X X 

jwj(«, x)dx= — alogr(;2:) — ( (logr(^~a) — logT (a)| d a^ {i) 
i 1 

de fagon (y) et (ò) donneront pour « = — 1 cette autre identité 

(— 1, ^) = log r (a:) — (^— -g-ìiog x + x + i^i—h 1); («) 



6) 



posons ensuite dans cette formule ;r + — au lieu de a;, puis ajoutons cette 
formule nouvelle à (e), nous aurons, en vertu de la formule bien connue 

log r (or) + log r (^ + 4 )= log r (2 ^) — (2 ^ — yj log 2 + log {^|2it), 
cette autre identité 



a.(-l, j;) + «(-l, a; + |)=:«(— 1, 2x)+ I 

+ a:log(— ^]-l + log(v^ + «(-l,l). ij 
^+"2 ■ I 



(0 



Cela pose, faisons croìtre à + oo la partie réelle de Xy la formule (12) 
montrera clairement que oc ( — 1, a:) doit s'évanouir, et nous obtenons à Taide 
de ($) cette relation numérique 

«(~1, l) = -log(N/2^), 
ce qui donnera, en vertu de (e) 



Gì) 



(— 1, ^) = logr(a:) — |^—|j Ioga; + ;p — log (v/2 7r) = «(^); (13) 
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c'est-à-dire que la formule (11) donnera pour «= -1 precisément la sèrie 
de GuDERMANN (•) pour la fonction (ù{x). 

Posons eiicore dans (12) a—-- — 1, iìou8 obtenons ce développement en 
sèrie de factorielles 



0) (x) ^:^ 

i 

- J " - - "27r^- (^ +1777: (^ +7-^ ' .1? H > , 

qui est due à Binet (**). Pour trouver l'autre sèrie de factorielles de Binet (***), 
remarquons que la formule (11) donnera 

(k)(l, a: -\- 1) = — 0) ( — 1, ct) = — w (x)y 
nous aurons, en vertu de (12), 



fsì 



(x) 



•^2.3 



.(."-14- -g'-M 1 ^ C* ( 



_i »J o ; '>• _J_ 1 \ / ->• _J- 9 \ ^ />• .X- e » 



2 « . v^ + 1) (^ + 2) . . . (o: + 5) 



Enfin combinons les deux formules (7**") et (11**'*), nous aurons cette for- 
mule remarquable 

a 

J log r (x — a) (i a = w («, ^) + ~ (log r{x — a)+ logP (w)^ (15) 







qui n'est autre chose qu'une généralisation de la formule de Raabe que nous 
obtenons en posant a = l. Appliquons en effet la formule (18), nous trouve- 
rons par là cette formule 

1 

log r (.» + «) rf a = .» (log x — l)+ log (y/2 r), (16) 



valable, pourvu que la partie réelle de x soit positive. 



(♦) Journal de Creile, t. 29, p. X>09-212,- 1815. 
(**) loc. cit., p. :ì39. 
(***) loc. cit, p. 258. 
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La formule (16) est, dans un cas particulier, due à Raabe. En effet, dans 
son premier Méraoire (*) sur ce sujet Raabe démontre la formule (16) pour 
des valeurs entières et non négatives de x, tandis que dans un second Me- 
moire (**) il l'extend au cas plus general, où x désigne une quantite réelle 
non negative, 

Autres démonstrations de la formule de Raabe sont données plus tard par 
Stern (***) et Betrand (****). 

Copenhague, le 6 juin 1903. 



(*) Journal de Creile, t. 25, p. 149; 1843. 
(**) Journal de Creile, t. 28, p. 10-18; 1844. 

(***) G. F. Meyer, Theorie der bestimmten Integrale, p. 158, Leipsic, 1871. 
(****) Cours de M. Hermite, p. 103, Paris, 1882. 
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Sulla deformazione dei paraboloidi. 



(Di hviQi Bianchi, a Pisa.) 



PREFAZIONE. 



I 



n una Nota del 26 Aprile 1903, inserita negli Atti della B. Accademia 
delle Scienze di Torino^ partendo dai risultati conseguiti dal Thi^baut (*) e 
dal Calapso (**) nello studio delle superficie applicabili sul generale parabo- 
loide ellittico ed iperbolico, ho esposto alcune considerazioni che avevano per 
iscopo d'iniziare per queste superfìcie la: costruzione di una teoria analoga a 
quella delle trasformazioni delle superfìcie di curvatura costante, cioè delle 
superficie applicabili sulla sfera (reale od immaginaria). 

Nella presente Memoria, con un primo sviluppo delle idee esposte in 
quella Nota, giungo a stabilire il risultato principale seguente: Con sole qua- 
drature si possono determinare^ per mezzo delle loro equazioni intrinseche, 
quante si vogliano superficie applicabili sui paraboloidi generali e dipendenti 
da un numero grande ad arbitrio di costanti arbitrarie. 

Considero del resto questo risultato solo come un primo passo nella nuova 
teoria. La determinazione delle successive deformate dei paraboloidi avviene 
qui invero soltanto per mezzo delle loro equazioni intrinseche^ cioè coU'asse- 
gnazione delle due forme differenziali quadratiche fondamentali della super- 
ficie, sicché per trovarne l'effettiva forma nello spazio converrebbe ancora 
integrare, ogni volta, un'equazione differenziale ordinaria del tipo di Riccati. 
Ma già da alcuni raffronti, che sarebbe inutile esporre per ora, appare pro- 
babile che ulteriori studi in questo indirizzo permettano di raggiungere com- 



(*) Sur la déformation dn paraboloide (Annales de l'Ecole Normale, 3ème so rie, t, XIV 
(1897)). 

(**) Sulla deformazione delle (^uadriche, (Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, 
t. W (1902).) 
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pletamente lo scopo prefissato, portando la nuova teoria al punto di perfezio- 
namento ormai raggiunto nella teoria delle superficie di curvatura costante. 
Per Tesposizione delle ricerche contenute nella Memoria, non volendo 
rimandare il lettore alla mia Nota citata, ho dovuto riprodurne nei primi 
paragrafi (1 a 6) pressoché l'intero contenuto (ciò che ho fatto quasi testual- 
mente). In particolare ho ivi ripetuta l'analisi che collega le deformazioni 
delle superficie d'elemento lineare 

ds* = (a,t a* + 2 a„ a + ^«t) da} ± 
± 2(aHa/3 + a.3a + o.,/3 + a„)<i«d/3+ } (1) 

+ (aH/3'+2a„/3 + a33)(i/3M*) 
alle equazioni a derivate parziali del 2.^ ordine del tipo 



ovvero dell'altro 



2« W , 3*0) 

^— T X -^ — ; = sen 6) cos w, 
e u* v^ ' 



|!4 ± |1? = ^ g^fi + B 6-«e {A, B costanti). 



Ad ogni soluzione &) o di una tale equazione corrisponde una tripla 
infinità di superficie d'elemento lineare (1), la cui determinazione dipende 
dall'integrazione di un sistema lineare omogeneo di equazioni ai differenziali 
totali con quattro funzioni incognite. Il primo passo da farsi per la succes- 
siva ricerca consisteva adunque nell'esame di questo sistema e della sua even- 
tuale integrazione. Ed appunto, confrontando il sistema in discorso con quello 
che si presentò nelle mie recenti ricerche sulle trasformazioni delle super- 
ficie di curvatura costante, ho potuto constatare che con semplici mutamenti 
si riconduce l'uno all'altro. Così le proprietà, ormai ben note, di queste tra- 
sformazioni trovano un'immediata applicazione nello studio delle deformate 
dei paraboloidi e conducono al risultato principale che ho sopra enunciato. 

È per altro da osservarsi che, pel caso particolare dei paraboloidi ordi- 
narii, le superficie di curvatura costante che conviene considerare non sono 
già quelle deirordinario spazio Euclideo d'elemento lineare 

ds* = dx' + dy' + dz^\ 



{*) In questa forinola le a, p indicano le coordinate curvilinee e ì coefficienti 

aiic{i, A=l, 2, 3) 
sono costanti. 
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sibbene quelle appartenenti allo spazio col e? 5* indefinito : 

ds'^ =^dx^ + dì/ — dz^ \ 

questo può dirsi uno spazio Euclideo con circolo alVinfiìiito reale. Inoltre le 
superficie di curvatura costante in questione debbono essere di seconda specie^ 
cioè le loro linee di lunghezza nulla debbono essere reali. 

Insieme alla dimostrazione del risultato principale enunciato, si trove- 
ranno in questa Memoria alcune ricerche complementari, relative le prime 
(§§ 19-21) alle deformazioni di una speciale superficie d'elemento lineare (1), 
le rimanenti concernenti l'altro problema di determinare i sistemi ciclici i cui 
circoli giacciono nei piani tangenti delle superficie d'elemento lineare (1); in 
particolare dei paraboloidi. Si vedrà che i metodi stessi adoperati nella prima 
parte del lavoro riescono applicabili anche al secondo problema, e conducono 
a risultati perfettamente analoghi, collegati alle trasformazióni delle superficie 
di curvatura costante. 

Osserverò da ultimo che sarebbe stato facile presentare la trattazione dei 
nostri problemi sotto un aspetto puramente analitico, sopprimendo le consi- 
derazioni geometriche che hanno condotto a trasformare i citati sistemi di 
equazioni ai differenziali totali in altri già noti, ciò che costituisce la parte 
essenziale della ricerca. 

Mi è parso al contrario opportuno lasciare all'esposizione la forma stessa . 
che ha assunto l'effettiva ricerca, perchè risulta così, in un nuovo esempio, 
l'utilità che si può trarre per lo studio delle proprietà geometriche dell'ordi- 
nario spazio da' considerazioni relative a spazi di natura affatto differente. 



§ 1. 



Superficie di traslazio>^e d'elemento . lineare (1). 

Per l'elemento lineare (1), che scriviamo anche colle usuali notazioni 

ds^^Eda} -\-2Fd»d^ + Gd^\ 
se poniamo H = EG — F*, ne risulta 
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dove Aik è il complemento algebrico di Oik nel determinante 



a 



II 



a 



it 



a 



13 



^ = a<» att Ofi 

ttis a^i das 

Se calcoliamo per la forma quadratica (1) i valori effettivi dei simboli 
di Christoffel (Voi. I, pag. 92) (*), troviamo le formole seguenti : 

111) + I 2 2 ) 1 dlogH 

i 1 1 )_ 1 aiogfl J 1 2 ) i 1 2) ^ ] 



dot 



2 2 
2 



(3) 



= ± 



I 2 



dp 



il doppio segno valendo in corrispondenza del doppio segno nella (1). 

Calcolando ora la curvatura K del nostro ds^^ p. e. dalla formola 
(Voi. I, pag. 77): 

-élVÌ+IVMVi-lVìiV 



'^^=a^tVÌ 



si ha per le precedenti 



_ 1 d^ìogH 



KF^ — ^"^^ 



2 doLó^ 
1 \ 1 dHdH 



2^ a log ff a log H 

4 






8{i 



(4) 



H*{ 4: dx dV^ 2 doidp 



Sviluppando l'espressione fra parentesi del secondo membro 

4 Sa ap 2 aaap~" 

= {Art a -f ^„ /3 — ^1,) . (.•!„ a + jdaa /3 — ^js) — ^la • ^T, 

col far uso delle note relazioni fra i minori del 2.*^ ordine del determinante 
reciproco e gli elementi del primitivo, la (4) diventa 

± K. (ri., a /3 + «13 a + ai, /3 + 0,3) — 
= ^, («Il a /3 4- ajs a + a„ /3 + «,3) 



(*) Le citazioni come questa del testo si riferiscono alle mio Lezioni di geotnetrìa dif^ 
ferenziale^ 2,* edizione, in due volumi, (Pisa-Spórrj, 1902-1903.) 
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e quindi si ha 



^=*é^*)- (^) 



Si vede di qui che, ove sì prenda nella (1) il segno superiore, la cur- 
vatura K ha il segno stesso di ^, ed il contrario accade per la scelta del 
segno inferiore. Quando poi fosse nullo il determinante A la superficie sa- 
rebbe sviluppabile, caso ovvio che intendiamo escluso nel seguito. 

Ciò premesso, è facile vedere che possiamo soddisfare per l'elemento li- 
neare (1) alle equazioni di Gauss e di Codazzi, prendendo pei coefficienti Z>, 
D\ ly della seconda forma quadratica fondamentale della superficie (Voi. I, 
pag. 113) i valori seguenti 

2) = 74, I)"=±4^, D' = 0, (6) 

con e conveniente costante, reale ovvero puramente immaginaria. 

E invero con questi valori (6) di Z), Z)', D' le equazioni di Codazzi 
(Voi. I, pag. 119) risultano identicamente soddisfatte per le (3) e la equa- 
zione di Gauss (ibid) 



H 



^K. 



c« A 



diventa per la (5) : — = — , onde risulta per la costante e il valore 

c = U, (6*) 

reale per -4>0, puramente immaginario per ^<;0. 

Alle due forme differenziali quadratiche, date la prima dalla (1) e la 
seconda da 

appartiene una superficie S sulla quale il sistema (a, /3) è coniugato. Poiché 
inoltre | | = | |=0, laSè una superficie di traslazione (Voi. I, 



(*) Qui si è supposto che non sia identicamente F=:0; ma la (5j vale anche in questo 
caso perchè, riducendosi la forma differenziale (1) a coefficienti costanti, si ha /f^O, come 
anche A s 0. 
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pag. 142). Però la S sarà reale solo quando -4>0, ed immaginaria per 
^ < 0, nel quale ultimo caso per le coordinate rr, y, z di un punto mobile 
sopra S potremo assumere le due prime Xj y reali, la terza z puramente inn- 
maginaria. 



§ 2. 



Sistema coniugato permanente (m, v). 

Si consideri ora una qualunque superficie reale S applicabile sulla no- 
stra iS, cioè d'elemento lineare (1), e sia 

Ddo} + 2D' daidQ-\'D'' d^' 

la sua seconda forma quadratica fondamentale. Consideriamo le linee (u, v) 

che formano il sistema coniugato comune alle due superficie S^ 5, che diremo 

il sistema coniugato pe^'manente della coppia di superficie (S, S). Queste linee 
ti, V sono le linee integrali dell'equazione differenziale 

Dda + Ì)d^ D'da + b'dfi 

doL ± d^ 

ossìa 



= 0, 



D'da*-\-{D" ^:D)dad^zfD'd^* = 6. 

Le radici di questa equazione di secondo grado in -^ ^^^^ sempre reali 
se valgono i segni superiori. E nell'altro caso, poiché il determinante è : 

(S + B'J — 4 D' = {D — Dy — ^ > 

vediamo che il sistema coniugato permanente può essere immaginario solo se 
>1 > 0, cioè quando la curvatura K è negativa. In ogni caso però il sistema 
coniugato permanente consta di un doppio sistema di linee distinte, ove si 
escludano le ben note deformazioni di superficie rigate in altre rigate. E in- 
fatti presa una coppia qualunque di superficie applicabili {Sj S)^ non svilup- 
pabili, aventi a comune la prima forma quadratica fondamentale e colle due 
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seconde forme date da 

Ddu^ + 2D dudv + D'dv^ Ddu' + 2 D' dudv -^^ D" dv' 

l'equazione diflferenziale delle linee del sistema coniugato permanente è 
data da 

{DD—DD)du' + {DD' — D''D)dudv-^{DD'' — D''D)dv^^ 

se si suppone p. e. che queste linee coincidano nelle linee v^ si avrà : 

DD' — DD=0, DD' — D''D = 0, 

onde si vede che o sussisterà la proporzione 

D:D :D' = D:D:D' 

e le due superficie saranno sovrapponibili o simmetriche, ovvero sarà simul- 
taneamente 

D = 0, D = 0. 

In quest'ultimo caso le linee v sono assintotiche sull'una e sull'altra su- 
perficie e quindi, per un noto teorema, rettilinee (Voi. I, pag. 251). 

Ciò posto, diremo che la deformazione della S nella S è di prima specie 
se il sistema coniugato permanente è reale, di seconda specie se questo si- 
stema è immaginario. Nel caso nostro adunque le deformazioni di seconda 
specie si presenteranno soltanto quando nella (1) si assuma il segno inferiore 
e sia il > (K" negativa). 



§ 3. 



Caso in cui nella (1) si prenda il segno superiore. 

Nel caso che vogliamo ora trattare il sistema coniugato permanente (u, t;) 
e reale (deformazioni di 1.^ specie) ed abbiamo 

D = iy'='^' (6*) 

Siano 

a = a (t4, v), /3 = /3 (tt, v) 
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§4. 



Distinzione dei casi -4 > 0, A <,0. 

Per l'ulteriore discussione dobbiamo separare i casi di A positiva e di ^ 
negativa. 

1.^ caso -4 > 0. Essendo i?> 0, bisognerà evidentemente che nella (11) 
iy e abbiano segno contrario. Senza alterare la generalità (scambiando ove 
occorra u con v) potremo supporre 

e le equazioni fondamentali pel nostro problema d'applicabilità diventano 

d u d V du d V 

Coll'analisi stessa usata da Calapso pel caso dei paraboloidi (1. e.) ridu- 
ciamo il sistema (a) ad un sistema lineare omogeneo procedendo nel modo 
seguente. Poniamo 

indi alla prima delle (a\ denotando con &> un angolo ausiliario, potremo so- 
stituire le seguenti 

ve— = — A sen w, — ^ zzz: A cos w, -- z= « cos w, ^ = a sen <». ( 13 ) 

Dalle condizioni d'integrabilità : 
^- (X sen w) -1- ^— (a cos w) =:= 0, ^- (X cos w) — o— (m sen «) = 



si trae 
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Se deriviamo poi la seconda delle («) 

H 
A 
rapporto ad u, v e poniamo 



lt*—l* = 



coll'osservare le (13) ne deduciamo i valori di k- 9 J^' - Queste formole, riu- 

ou d V ^ 

nite alle precedenti, danno luogo al seguente sistema lineare omogeneo per 
le quattro funzioni incognite a, /3, X, fx di Uj v : 

w— = — A sen w, TT- = ^ cos oj, 

a u ' a w ' 



(i) 



d\ Hi Hi doi dy* 3 cu ^ 

X- = .-7 sen w — -^—r cos w — ^- (x, ^ = — ^- X 

dai ap ax 3(0 

X— = a COS w, ^ zz= a sen w, ^— = a, 

dit- Hi i Bf , a co . 

dove Ci) è riguardata dapprima come funzione nota di t/, v. Se formiamo ora 
le condizioni d'integrabilità del sistema (I), osservando che le derivate se- 
conde di H rapporto ad a, /3, le quali indichiamo con 

TT —^'^ TT — a«g jj _a«H 

hanno per la (2) i valori costanti 

liti = ^ iif» , XZ|j = J ili3 , iijt = 2 i433 9 

troviamo che w deve unicamente soddisfare l'equazione a derivate parziali 
del 2.*" ordine: 

a* co , a* co Ati ^83 -423 ,T±. 

>,— - + o— : ^= :; sen u cos fu — cos w. (1*) 

a w* a t;» A A 

Inversamente se w è una soluzione di questa, il sistema (I) è illimitata- 
mente integrabile ed ammette, come subito si vede, l'integrale quadratico 

a' — X* r = cost. 

* A 
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Basta dunque scegliere i ralori ìoiziali arbitraiiì di a, /3, X, fi in guisa 
oho hì annulli la costante del secondo membro e resterà soddisfatta anche la 

condi/jone 

u»->~^. (I) 

No risulterà così individuata una superficie S d'elemento lineare (l) dalle 
formolo 

che seguono dalle (10). Osserviamo di passaggio che queste ultime formole 
dimostrano che: In tutte le deformazioni della nostra supei'ficie S il sistema 
coniugato permanente è isotermo-coniugato sulla superficie deformata S. 

2.^ caso i4<0. In questo caso, essendo per le (7) A, A'' puramente 
immaginarii, le (10) dimostrano che si deve prendere € = +1, £' = +1, e 
ponendo A=^—a^ la (11) diventa 

Procedendo come sopra, troviamo qui il sistema completo: 

-x — = — A sen w, 7T— = A cos w, 

ou ^ ou ' 

^ = — ir^ sen w + r— ^ cos w -f ^— a, -^^ = — x— a 
?» 2 a* 2 a» ov^^du o v 

-— = a cos <k), w— = a sen w, a~~ = 5— M> I ^ ^ 

d^ Hi i Si diù , 

sT =" 6—8 COS 0) + -— - sen co — 5". (X 

tUla eondixioDe dMntegrabilità data dalla equazione a derivate parziali per ta: 

r— T ^— ; =r:= ; SeU « COS w H COB 2 «, (II*) 






U qwW Jii riduce o alla .. , — ^ r = ovvero all'altra 
^ r fi* r r- 



-r-i - ^ • ?0n « ClìS O), 

e M r r* 
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da cui dipende la ricerca delle ordinarie superficie pseudosferiche. Inversa- 
mente se 0) è una soluzione della (II*), il sistema (II) è illimitatamente inte- 
grabile ed ammette l'integrale quadratico 

jj 

a' + X* -T =: COSt. 

A 

Per soddisfare anche la (II) basterà quindi disporre dei valori iniziali di 
a, /3, Aj u in guisa che si annulli la costante del secondo membro nell'ultima 

equazione ; dopo ciò ne risulterà individuata una deformata S della S corri- 
spondente alle formole 



§ 5. 



Caso del segno inferiore nella (1). Deformazioni di 1.^ specie. 



Passando ora al caso che si adotti nella formola (1) il segno inferiore, 
avremo 

ed essendo 

A d «* + A" (?»» = ^ (d a* — rf /3*), 
ne dedurremo le formole 

dud V dud V ^ ' 



Procedendo come al § 3, troviamo ora le formole 






(16) 



A"» = A'» + £ 
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e l'altra 



[(t-:^(l!)■]+•■[(^:)■-(ll)^"T=''. <"> 



con |£| = |e'| = l. Trattiamo in questo paragrafo il caso di w, v reali (de- 
formazioni di 1.* specie), ove, per aver riguardo alle condizioni di realità della 
deformazione conviene osservare in primo luogo che i due binomii 

mum. {i-"i~m 

\du) \duj \d vj \dvl 

hanno, a causa della (14), segno contrario. Possiamo evidentemente supporre 
positivo il primo, negativo il secondo ; poniamo allora 

dopo di che le (16) diventano per le (15) 



AV-X'[^J.« + e], r^=p'[A^ 



e la (7j 



e' X* — e j^.« + e e' ^ = , (17*) 



A 



onde le precedenti si scrivono 



A* = A'* = ee'-^/«fi-. (16*) 

L'ulteriore discussione porta a distinguere nuovamente due casi a se- 
conda del segno di ^. 

1.^ caso ^>0. Allora per le (16*) dovranno essere e, e concordanti 
e si potrà fare £=:£' = -f 1 (*). Dopo di ciò la (17*) si scrive 



A 



^■ — /.• = -, 



(*) L'ipotesi contparia e=e'-=--l equivarrebbe a scambiare (a, p), (\ u), (m, t?). 
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e con un processo analogo a quelli sopra usati, troviamo il sistema completo 

~ ^= A cosh 6, ó-^ = ^ senh 6. 

OH ^ u 

ax Hi , ^ Et , ^ , ao d\f. ao, 

^ = — <rT<^osh5 — — senhe + ^a, -^=^1 



du 2 A 2A ' dv^^ du dv 

-^-'=UL senh 9. -— = (x cosh fi, 

V ^ ^ V ^ ' 

ax a e d^ Hì .^^h^^ u^ . ^^^ 

^- ^^ T" f^) A— = T^T senh 5 + r-T cosh 6 + ^-^ 
V du^^ V 2 A 2 A cu 



(UT) 



colla condizione d'integrabilità 

g» a« e 



8»« 8 



;e _ ^» + ^»» gg^,, ^ ^^,gi, ^ ^ A^ ^.^jgi^ 2 5. (Ili*) 



(IV) 



5.^ caso ^ < 0. A causa delle (16*), (17*) bisogna prendere g=^ -\- \^ 
£'^= — 1, e posto A^=-=^ — a' si avrà 

In questo caso troviamo il sistema completo seguente : 

^- = / cosh 5, •^ = '>^ senh fi, 

a M ^ ou ' 

ax ff. , ^ . H^ , ^ ao a|Jt ao, 

a « 2 a^ 2 a^ o v^^ ou ov 

— ==: tt senh fi, Q-^ = fx cosh fi, 

V ^ ^ V ^ 

^ = ^ fi, r-^ = -— senh fi + 5— 2 cosh fi — ^ X, 
a«; du^^ V 2a^ 2 a^ Sw. 

colla condizione d'integrabilità per 6: 

f J + |!4 = é!l+i£? senh 5 cosh 6 + ^3"- cosh 2 G. ■ (IV*) 

a tr a ©* a- a^ 

Notevole nelle equazioni (III*), (IV*) è il caso in cui si abbia 
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allora esse si riducono alla nota forma di Liouville 

^-5±T-^ = Cc'® (Ccost.) 

v^ dir ' 

e si sanno integrare completamente. 



§ 6. 



Deformazioni di seconda specie. 

Ormai non ci resta più che trattare le deformazioni di 2.^ specie, le 
quali si presentano solo (§ 2) nel caso attuale del segno inferiore nella (1), 
essendo di più ^ >> 0. 

Il sistema coniugato permanente, che diciamo (tii, t;,), essendo allora 
immaginario, mentre la deformazione è, per ipotesi, reale, potremo assumere 
i parametri t^, , t;. coniugati immaginarii e porre 

con che le linee w, v verranno ad essere le assintotiche (reali) sopra S. 
Posto * 

saranno 12, i2 immaginarie coniugate, e la (17) diventerà 

e I1 + £Q4 «£'-:| = 0, (20) 

mentre le (16) daranno 

-A* = A'' = — ee'^lìiT. (21) 

Ma si ha 
A rf wj + A" (/ vj ^ (À + A ') d w* + 2 I ( A — l!') àudv — ìk^ A d v' ; 

e dovendo risultare A -j- A'', i(A — A ), A' reali, saranno A, A' immaginarii 
puri coniugati, indi A'=A''* reale negativo. Le (21), essendo iì,^i2 coniugate, 
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ed /l > 0, 7f > 0, dimostrano che e, e' debbono ayere lo stesso segno. Pos- 
siamo fare € = +l)e=^+l)ed avremo per la (20) 

iH-ii = -^- (22) 



D'altronde la 



8a 8a _ 8 p ap 
d ui d Vi d Ui dvi 



ci dà 



e la (22) 

\du) \du) A ^d V' ^ovl A 

Ora, se poniamo 

( ó— = ^- cosh 5 + u senh 5 . 5-^ = ^- senh 5 + a cosh 5 

\ du ^ ^ OH ^ 

f ;r' = l senh 6-1^ cosh 5 , 5-^ = X cosh fl — a senh 6 

\ ov ^ V 



la relazione fra X e fx diventa 

A 



[x- — X» = ~ . 



Derivando questo rapporto ad w, t; e confrontando colle precedenti, ne 
deduciamo il sistema completo: 

-— =z: X cosh -\- a senh fi, t- = X senh fi — fx cosh Q 

u ^ ^ V 

^ =:z > senh 5 + (X cosh fi, t^ = X cosh fi — fx senh 



d u ^ ' 8 y 

5— — — -— cosh fi — ^r-7 senh fi + 5- fx, 
8 1« 2 yl 2 .4 ' 8 ?4 ^ 

Q- ~ - ^r-T^enh fi — . - cosh 6 —5- fx 
8t? 2^ 2^ 8t?^ 

rr^ — r-T senh + —-^ senh fi + ^- >., 
8 u 2 A 2 .1 8 /e 

8 y 2 /l 2/1 V ' 



(V) 
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colla condizione d'integrabilità per G 

. Jl^ + -^^ cosh 2 5 -t- ^iii senh 2 5 = 0. (V) 

udv 2 A A ^ 

Anche qui si osserverà che, se è soddisfatta la condizione 

l'equazione precedente per S assume la forraa di Liouville e si integra com- 
pletamente. 



§7. 



Casi particolari. 



Applichiamo i risultati generali ottenuti nei paragrafi precedenti per la 
deformazione delle superficie d'elemento lineare (1) ai casi che più ci interes- 
sano nel seguito, in primo luogo all'ordinario paraboloide ellittico ed iperbolico. 
a) Se scriviamo l'equazione del paraboloide ellittico sotto la solita 



,2 ,.2 



forma [- 1- = 2 2?, i parametri p, } essendo positivi, e poniamo 

ne deduciamo pel ds^ 

ds^={a* -{-p)da' + 2afidadfi+{^' + q)d^K 

Questo ha la forma (1) corrispondente al seguo superiore ed è 

Secondo i risultati del § 4, l'equazione (I*) da cui dipendono le defor- 
mazioni di questo paraboloide assume la forma 

g- <o , g2 (0 / 1 1 1 

^— 7 + Q— 9 = |- 1 sen « cos w. 

e ir v^ \p qf 

Lasciando da parte il caso p^^^q del paraboloide di rotazione, di cui 
già si conoscono tutte le deformate, supporremo per fissare le idee jp>5 e 
sostituiremo al paraboloide dato un paraboloide simile pel quale si abbia 

- — i = l. (23) 

p q ' ' 
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(B) 



Co8Ì l'equazione per &> assume la forma 

5— i + A— 5- := sen ck) cos w ; (A) 

Cut v^ ' 

per ogni soluzione o di questa si otterranno oo' deformate del paraboloide 
integrando il sistema lineare omogeneo (I), che diventa qui in particolare : 

^— -= — A sen 0), —i- = A cos w, i 

3Xa fi 3(0 9iA 3ù). 

^- = - sen 0) — cos w — ó-" f*? o~ ^^ — ^:~ ^ 
u p q v^ ^ u V 

— — z=z a COS w, 5— zi= u sen Ot), 
3X 3a) 3tA a fi ,3(0. 

5— = A — w, ó~ ^^= "" cos w H — sen w + ^— >' , 
e?» OH ov p q cu. 

e disponendo inoltre dei valori iniziali delle funzioni incognite a, /3, X, p per 
modo che sia soddisfatta, come è possibile, la condizione quadratica 

p'-À' = y + ^- + i. (B*) 

Ad ogni tale quaderna di soluzioni a, iS, X, fi corrisponde una superficie 
applicabile sul paraboloide ellittico, della quale si hanno, in termini finiti, le 
equazioni intrinseche. 

b) Consideriamo ora il paraboloide iperbolico — =^22?, e po- 



nendo 

X=^sjp.c(L, y =\^'q.fij z= y(a'~5'), 

avremo 

d s' == {a,' 4- p) d a' — 2 a fi d 0^ d ^ -}- {(3' -{- q) d ^\ 

formoia che corrisponde alla (1) col segno inferiore, essendo ancora 

A=pq, H = p!5' + qa^+pq. 

Supporremo inoltre scelte le dimensioni del paraboloide in guisa che i 
parametri p, q verifichino la condizione 

-+- = 1. (24) 

P 9 
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Dovremo qui ulteriormente distin^ere secondo che si tratta di una de- 
formazione di 1.* ovvero di 2.* specie. Secondo il § 5, le deformazioni di 
1.* specie dipenderanno dall'equazione (III*) che diventa 



o— 3 — ò— 5 = «cnh e cosh 6 
e V e ir 

e dalla successiva integrazione del sistema lineare : 

--f = X cosh 6, ó-^ = X senh 6. 
cu ^ cu 

0y. 



(0) 



^- =r- cosh 6 — — eenh ff + t- f*» 

ou p q ov ' 



du d V 



—^ =z a senh 9, ^ = a cosh 6. 

V ^ V ^ 



(B) 



colla condizione quadratica 



d <J- 



— senh e + — cosh $ -f k- ^-j 



li' 



/**->•'= — + ^ + 1- 



(D*) 



Per le deformazioni di 2.* specie, secondo le formolo del paragrafo pre- 
cedente, risulta per 6 l'equazione 



cu dv 2 



(E) 



alla quale viene coordinato il sistema lineare omogeneo 



-— z= X cosh 5 + u senh 9. 

u 



11 

dv 

3P 



= X senh 9 — fx cosh 6 



-? = X senh 6 -\- a cosh 9. ~ = X cosh 9 -—a senh 6 

ou ^ ^ V ^ 



TT- = cosh 9 ^ senh 9 4- -^ u. 

ou p q ^ -. r / 



du 



di 



P 



ao 



^ =:z ^ senh 9 — cosh 9 — ^- a 

3 1? p (? V' 

~- = — senh fi + ~ cosh fi + o— 'i 
d H V Q d u ' 



(F) 



^' := cosh 9 — 

V p 



— senh fi - 5-- X, 
a ov 
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colla condizione quadratica 

p q 

e) Nelle formole relative al paraboloide ellittico cangiamo /3 in iH] 
avremo per l'elemento lineare 

d s» -= (a' + p) d a* — 2 a (3 rf « d /3 + (/3* — g) d &\ (25) 

Se non si distingue il reale dall'immaginario, non abbiamo qui nulla di 
diverso dal caso a) ; non così dal punto di vista reale che noi esclusivamente 
consideriamo. Avendo «, Q il significato di parametri reali, ed essendo jp, q 
costanti positive, la determinazione delle superficie reali d'elemento lineare (25) 
rientra nel 2.° caso del § 5 e dipende dall'integrazione dell'equazione 

f4 + |!^=(l_l),„l,5eosh9 (G) 

dir v^ \ q p I ^ ' 

e dalla successiva integrazione del sistema lineare 

-— z= A cosh 5, — =i\ senh 6. 
du ^ cu ' 

óT- ^= cosh fi + — senh e — ^u, t*-=5-^ 

cu p , q ov^'ouov 

.T^ =11 senh 6. 5— = a cosh 6. * 

ax ao ai* a ^ ^ , P 1,^2^^ 

—• = — a^ 5-= senh^ + — cosh fi — ^ >, 

a y a W' ' a t> p q ou ^ , 

colla condizione quadratica 

a« + À« = ^— -— 1. (H*) 

? P 

c2) Come ultimo caso particolare, consideriamo le superficie d'elemento 
lineare 

ds' = 2ada' ±2^dadfi + d^' (♦). (25*) 



(*) E facile vedere che per le superficie di traslazione di questo elemento lineare le 
due curve generatrici, situate in piani perpendicolari, sono Tuna una cicloide comune, l'altra 
una parabola semi-cubica colmasse normale alla base della cicloide. A seconda del segno 
nella (25*) le due curve sono rivolte, Tuna rispetto all'altra, in un senso o nel contrario. 



(H) 
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Secondo che si adotta il segno superiore o l'inferiore, le formolo dei 
§§ 4, 5 ci dimostrano che la determinazione della corrispondente classe di 
superficie applicabili dipende dall'integrazione dell'equazione 

w—9 — o -o ^= sen 0) cos w 
dell'altra 

^-3 + ^— • = — senh 6 cosh 6. 

Queste sono le equazioni stesse che si presentano per determinare nello 
spazio ordinario le superficie di curvatura K costante negativa o positiva ri- 
spettivamente. Il nuovo metodo di Weingarten nella teoria dell'applicabilità 
spiega questo legame e dimostra anzi di più che dalle superficie di curvatura 
costante si deducono con sole quadrature le superficie d'elemento lineare (25*). 
So poniamo infatti nelle formolo di Weingarten (Voi. II, pag. 198) 

? = I (9* ± PO, 

con che l'equazione ivi segnata (IX; diventa p,p, i=::j: 1, l'elemento lineare 
(Vili) ibid. prende la forma 

ds' = 2 qdq* ± 2pdp.dq + rfp', 
che è appunto la (25*). 



§ 8. 



Il teorema di permutabilitì per le equazioni (A), (G). 

Il nostro oggetto principale essendo lo studio delle deformazioni dei pa- 
raboloidi, dobbiamo in primo luogo occuparci della integrazione delle equa- 
zioni a derivate parziali del 2.^ ordine che portano le segnature (A) (C), (E) 
nel paragrafo precedente, e successivamente, per una assegnata soluzione di 
una di queste, della integrazione del sistema lineare completo corrispon- 
dente (B), (D), (F). 

Per il primo oggetto basterà che io richiami, completandole colla dedu- 
zione del teorema di permutabili tày le mie antiche ricerche sulle equazioni 
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a derivate parziali di questi tipi esposte in una Memoria del 18S8(*); ivi 
ho dimostrato che si può costruire per ciascuna di queste equazioni una teoria 
delle trasformazioni affatto analoga a quella delle trasformazioni di Bàcklund 
per l'equazione 

^5 — o— = sen w. 
Cominciamo dal richiamare le formole relative alla prima equazione (A) 

2- W 9* Ci) ... 

6~9 + 5~i "=' S®^ ^ ^^S W, (A) 

U^ V^ ' ^ 

la cui considerazione conviene associare a quella dell'altra equazione 

•^-s + 15— 5 = senh 5 cosh fi. (G) 

Indicando con 7 una costante arbitraria, consideriamo il seguente sistema 
di due equazioni simultanee del 1.^ ordine per due funzioni incognite 6), 6: 

5 -5— :^ cos 7 cos w senh — sen a sen ta cosh 6 

5 — [- 5— = sen a cos a> senh fi + cos a sen ca cosh fi. 

Se (% fi) è una coppia di funzioni che le soddisfano/ l'eliminazione di 6 
fra le (26) dimostra che soddisfa la (A); eliminando invece u vediamo 
che fi è una soluzione della (G). Inversamente se per 6 poniamo nelle (26) 
una soluzione qualunque della (G), le due equazioni simultanee (26) in &) 
sono compatibili ed, essendo soddisfatta identicamente la condizione d' inte- 
grabilità, danno, integrate, una soluzione o della (A) contenente una costante 
arbitraria. Analogamente se per &> poniamo nelle (26) una soluzione della (A), 

ne deduciamo una soluzione 6 della (G) con una costante arbitraria. E an- 

fì 
Cora da osservarsi che prendendo per incognita tg— ovvero tgh -jle(26) 

danno un'equazione ai differenziali totali del tipo di Riccati, di cui basta 
conoscere una soluzione particolare per avere con quadrature l'integrale gè* 
nerale. 



(*) Sulle fanne differenziali quadratiche indefinite., (Memoria della R. Accademia dei 
Lincei, Serie 4.% Voi. V.) 

Annali di Matematica, Serie Ilf, tomo IX. «35 
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Due soluzioni &>, 6 delle (A), (Gt) rispettivamente, che siano fra loro 
legate dalle relazioni (26), si diranno, per abbreviare, trasformate l'una del- 
l'altra per la trasformazione J3« di Backluhd. Da quanto abbiamo detto sopra 
risulta che nota una tale coppia (o), 5), bastano successive quadrature per trovarne 
infinite altre, contenenti un numero via via crescente di costanti arbitrarie. 

Ma, analogamente a quanto accade nella teoria delle trasformazioni di 
BiicKLUNP per le ordinarie superficie pseudosferiche, possiamo perfezionare 
questi risultati e risparmiare, sotto certe condizioni, le quadrature applicando 
il seguente teorema di permutabilità (cf. Voi. II, pag. 411): 

Se 0,, $, sono due soluzioni della (G) legate ad una medesima soluzione cjì 
della (A) da due trasformazioni B^j B«, di Backlund, a costanti a,, a, dif* 
ferenti^ esiste una seconda soluzione &)• della (A) stessa calcolabile in termini 
finitiy che è legata alle stesse 6^ , 0, da due altre trasformazioni di Backluih) 
B's.j B'9^ colle costanti a,, o^ invertite. 

Osserviamo subito che si può dare al teorema un'altra forma equivalente 
supponendo d'avere due soluzioni 0)1,0), della (A) legate ad una medesima S^ 
di (G) da trasformazioni B,,, jB»^; ne risulterà, colle medesime formole, indi- 
viduata una seconda soluzione Ot della (G) stessa legata ad 0)1, o), rispettiva- 
mente da due trasformazioni ii',^, B\^. 

Verifichiamo il teorema nel modo seguente. Jb^er ipotesi &>,, $, , 0^ sono 
legate fra loro ed alle costanti aj , a, dalle relazioni : 



) 



TT-^ — T-^ = C08 a, cos 0)1 senh ff, — sen a, sen w, cosh 9i 
ou V 

>.— + ^— ^ = sen a» cos Ui senh fi, + cos dj sen w, cosh ff, j 
óv^ou I 

o— ^ — ò— = cos c7, cos to, senh 5, — sen a, sen cui cosh 5, 
ó u V 

^ + -K-^= sen <Jt cos w, senh 6t + cos a, sen W| cosh 6t . 
V u 



(«) 



(/3) 



Basterà dimostrare che esiste una funzione &), , la quale soddisfa simul- 
taneamente le quattro equazioni : 

3 W« 3 61 r ^ 1 >s ^ 

^ -5— = cos a, cos <o, senh 6i — sen a, sen wj cosh fi, j 

1 («) 

-^ + K— ^ = sen (7, cos wj senh S, + cos <y, sen w» cosh &, 1 
o V u 



»^ 
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^r^ — TT^ = cos <7| cos (ùf senh $, — • sen d, sen w, cosh ff, 

-7? — h TT — = sen <7, cos w, senh 5, + cos 7, sen ut cosh 5, . 

ov ou 



(^') 



Intanto sottraendo la prima delle (a) dalla prima delle (/3), indi la se- 
conda dalla seconda, e medesimamente operando sulle (a), (j8'), il confronto 
dei risultati ci dà due equazioni lineari per cos ot , sen co, , che risolute danno 
con un semplice calcolo le formole : 

. . cos^ (ffi — 0%) cosh (6i — 6g) — 1 \ 

cos (0), — r^,) — ^^^^ ^g^ _ ^^^ _ ^^g ^^^ _ ^^j 

, ^ sen ((7i — (jg) senh (6i — O2) 

^ ^ cosh (9i — 62) — cos (<yi — <rt) 

Queste sono in effetto concordanti, poiché la somma dei quadrati dei 
secondi membri è = 1 ; esse possono sostituirsi coll'unica equivalente : 

tg (^^) = tg (-^) co.h (^) . (27-, 

Ed ora si verifica subito con queste formole, tenendo conto delle (a), (/3), 
che la funzione o, , così determinata in termini finiti, soddisfa le (a) e con- 
seguentemente anche le (/3'). Il teorema di permutabilità è dunque dimostrato. 

Ed ora basta ripetere le note deduzioni per le superficie pseudosferiche 
(Voi. IT, pag. 17) per dedurne che: quando per una data soluzione &) della (A) 
si sappia integrare il sistema (26), per qualunque valore della costante a, 
V applicazione successiva ed illimitata della trasformazione di Bàcklund rt- 
chiederà soltanto calcoli algebrici e di derivazione. 



§9. 

Il teorema di permutabilitJl per le equazioni (C), (E). 

Proprietà perfettamente analoghe a quelle sopra stabilite valgono per le 
due equazioni : 

si "2 ~ Q-F = senh 6 cosh 0. (0) 
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ma questa volta la trasformazione di Bàcklund porta da una soluzione 5 od w 
della (C) della (E) ad un'altra soluzione della equazione stessa. 

1) Per l'equazione (C) le formole della trasformazione di Backlunp 
possono scriversi: 

--— 4- TT— = — (cosh 1 senh 5 cosh fi, 4- senh a cosh 6 senh $,) 1 

-TT-^ 4- -— mz cosh d cosh 6 senh 5» + senh <j senh 6 cosh ff, , i 

cv du ' . 

essendo a una costante arbitraria che diremo il parametro della trasforma- 
zione B9 di Backltod. Se 5 è una soluzione della (C), le equazioni (28) in 5, 
costituiscono un sistema illimitatamente integrabile, il cui integrale generale 9^^ 
con una costante arbitraria, dà una nuova soluzione della (C) stessa. 

Senza ripetere qui la deduzione di tutte le altre proprietà analoghe a 
quello osservate nel paragrafo precedente basterà enunciare la più importante, 
data dal teorema di permutabilità: Se fi,, fi, sono due soluzioni della (C) le- 
gate alla medesima 6 dalle trasformazioni di BìÌcklund /?» , JB»^, a costanti 
(j,c7, distinte^ esiste una quarta soluzione 6^ legata a Oi^ 61 7'ispettivamente 
dalle trasformazioni B'c.y B't,^ colle costanti d,, a, invertite. 

La dimostrazione si fa in modo del tutto simile a quello del § 8, e si 
trova che questa quarta soluzione fi, è determinata in termini finiti dalle re- 
lazioni concordanti 

u //i A\ cosh (<Xi — ct) cosh (Oi — Oi) — 1 

cosh (O3 — 6)= T-rA 7^-^ "ìT/ — - — r 

^ ^ cosh (9i — 0«) — cosh (ct — G2) 

} (29) 

• ,^ .. senh ('Ji — Gì) senh (fii — Ot) 
senh (6^ — 0) = — r~r~ — ^-v , S — — ^ » 

^ ^ COSjl (f^: — Oj) — cosh ('71 — Cf) 

che possono compendiarsi nell'unica 

2) Per l'equazione (E) le formole della trasformazione di Backlup^d 
possono scriversi 

— ^ / = tg (7 cosh (<u, -f w) i 

g. " . (30) 

--^ — ~ := — cot (J senh (w, — w), ) 
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ed abbiamo ancor qui un teorema di permutabilità contenuto, con notazioni 
analoghe alle superiori, nella formola 

ws — <ù\ sen (<Ji + <7f) I 1 /wi — <ù2 



* ^ 2 ; sen(oi — «t) ^ V 



§ 10. 



Superficie dello spazio Euclideo di ds* = dx^ -{- dy^ — d z*. 

Cogli sviluppi dei due paragrafi precedenti abbiamo imparato a trovare 
quante si vogliano soluzioni delle nostre equazioni fondamentali senza altro 
calcolo di integrazione che quello necessario per integrare la prima equazione 
di RiccATi nella trasformazione B^ di Backlund. Ci volgiamo ora alla parte 
più essenziale della nostra ricerca, cioè alla integrazione dei sistemi li< 
neari (B), (D), (F). Limitandoci ai primi due casi, dimostreremo che bastano 
quadrature per integrare i sistemi (B), (D). Così per le superficie applicabili 
sul paraboloide ellittico, e per le deformate dì l.'^ specie del paraboloide 
iperbolico, raggiungeremo il risultato enunciato nella prefazione e potremo 
con sole quadrature determinare, per mezzo delle loro equazioni intrinseche, 
quante si vogliano deformate dei paraboloidi. 

Al nostro oggetto è necessario riprendere dalla mia Memoria citata al 
§ 8 le formolo fondamentali relative alle superficie dello spazio parabolico 
col ds^ indefinito 

ds' = dx' + dy'~dz\ 

e questo faremo presentando ora le formolo sotto un aspetto più generale. 
Consideriamo nel detto spazio una superficie definita dalle formolo 

x^=x{u^ r), y=zy{Uj r), z = z{u^ r), 
e sia 

ds' = dx' + dy^ — dz^ = Edu'' + 2Fdudv+Gdv' 

la sua prima forma quadratica fondamentale. Questa potrà essere definita 
{E O — 2^*>0), ovvero indefinita {E G — i^*<0); corrispondentemente di- 
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remo che la superficie, o la porzione di essa considerata, è di prima ovvero 
di seconda specie. Sulle superficie di seconda specie le ìinee di lunghezza 
nulla sonò reali, immaginarie invece su quelle di prima specie. 



a) Superficie di 1.^ specie. 



Se la superficie è di 1.* specie, poniamo 

Y-— ^ ^^y> ^) xr__ 1 3(g, x) 

SJEG — F' ^ (w, v) ' "" \}EG— F^ ^ (w, v) 

^_ — '^ ^ ^(^» y) 



» 






(32) 



onde le relazioni 

.Y*+ 7« — Z' = — 1. (32*) 

Introduciamo poi, come seconda forma quadratica fondamentale, la se- 
guente 

dzdZ — dxdX—d\jdY=T)dxC-\1J)dndv^ D" dv\ 
per cui risulta 

7) =:X-f^+r#f-z4'' 



d ti^ d n^ d u^ 

d^ X d-y d^ z r 

D ^^ -X -^ — 5 — \- Y A — i^ Z 5 — rs — ) (33) 

u e V n V e u e V ' 



d v^ d v^ d v^ 

Procedendo precisamente come nel caso ordinario (Voi. I, pag. 115), si 
trovano le formole fondamentali 



d n d V 
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dX FD—GD dx , F D - E D' dx 



du EG — F* du 



FD-ED' dx \ 
"^ EG — F* dv I 



dX_ FD" — GD' dx FD' —ED" dx 
a»~ EG — F^ du^ EG — F^ d v* 



(35) 



colle analoghe per y, 2?; F, Z. Si osserverà che le ultime coincidono for- 
malmente colle ordinarie corrispondenti dello spazio Euclideo, e le prime (34) 
ne diflFeriscono solo pel segno cangiato nell'ultimo termine del secondo mem- 
bro. Scrivendo ora le condizioni di integrabilità per il sistema (34), (35) si 
trovano le equazioni di Codazzi per D, D\ D ' che conservano la loro forma 
consueta, mentre l'equazione di Gauss viene sostituita dall'altra 

EG-F^ =~^7 (36) 

dove K indica la curvatura della prima forma fondamentale, che differisce 
dall'ordinaria equazione di Gauss solo p^l segno nel secondo membro. 



b) Supef'ficie di 2.^ specie. 

9 

Nel caso di una superfìcie di 2.* specie poniamo 

j^ _ 1 d (y, z) ^ Y_ 1 djz, x) ^ 

Z = — ^ g(a?, y) 

\jF^ — EO 2(m, v)^ 

con che la relazione fra X, F, Z diventa 

X'+ Y' — Z' = l. (37*) 

Se facciamo ancora le posizioni (33), nelle formolo corrispondenti alle (34) 
sarà nuovamente cangiato il segno dell'ultimo termine, con che queste for- 
mole riacquistano la forma stessa che nello spazio Euclideo, ed invariate re- 
steranno pure le (35). Cosi pure le e(5[uazioni di Codazzi e di Gauss avranno 
la forma ordinaria, poiché la (36) ritorna ad assumere la forma 

DD "^D'^ _ . 

~EG-F' ~ ^- ^^^ ^ 
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Tanto per le super6cie di 1.*, come per quelle di 2.* specie, le equa- 
zioni di Codazzi e di Qauss danno le condizioni necessarie e sufficienti cui 
debbono soddisfare i coefficienti delle due forme quadratiche 

Edu' + 2F dudv-\' G dv' 
Ddu' + 2D'dudv + U'dv% 

affinchè esista una superficie (di 1.^ o di 2.^ specie) che le ammetta rispetti* 
vamente per prima e per seconda forma quadratica fondamentale; la super- 
ficie ne risulta poi individuata, a meno di movimenti nel rispettivo spazio. 
Ricordiamo ancora che le linee di curvatura sono anche qui le linee in- 
tegrali dell'equazione differenziale 

j Edu + F dvy F du+ G dv 

; Ddu-x-D'dv, D'du + D"dv \ ' 

esse sono certamente reali per le superficie di 1.^ specie, mentre per quelle 
di 2/ possono essere reali od immaginarie. 

Se si prendono a linee coordinate (ti, v) le linee di curvatura, si ha 

ri ri 

indicando r,, r, i due raggi principali di curvatura. 



0; 



§ 11. 



Sistemi illimitatamente ikteqrabiu collegati alle superficie 

di curvatura costante. 

I sistemi lineari omogenei (B), (D), alla cui integrazione è diretta la 
nostra ulteriore ricerca, si identificano, come dimostreremo, con quei sistemi 
di equazioni illimitatamente integrabili che si collegano alla teoria delle tra- 
sformazioni di Backlund per le superficie a curvatura costante K appartenenti 
allo spazio di c?s* = rfx* -[- rfy* — dz^\ di questi sistemi dobbiamo quindi in 
primo luogo trattare. 
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Supponiamo d'avere in questo spazio una superficie di curvatura co- 
stante K colle due forme differenziali quadratiche fondamentali 

Edu' + 2F dudv + G dv' 

Ddu' + 2D'dudv-{' D"dv', 

Essendo 0, IV due funzioni incognite di m, v consideriamo il sistema di 
equazioni simultanee alle derivate parziali : 

d** (i2)a<i> .(12)3* 



dudv 



dW_ FD' — GD a» FD — ED' 8» ) 
dH~ EG — F* 8m "^ EG—F* dv .( 



dW^ FD" — GD' d* FD' — ED" d* \ 
dv~~ EG — F^ 8« "^ EG — F* dv* 



(K*) 



dove i simboli di Chbistoffel sono costruiti per la prima forma fondamentale 
ed a, e indicano due costanti. Prendendo le costanti a, e legate da una con- 
veniente relazione, il sistema {K)^ (K*) risulta illimitatamente integrabile. Se 
la superficie S di curvatura costante jK" è di 2.* specie, la relazione da porsi 
fra le costanti a, e è la seguente 

a = {c—l)K. (38) 

E infatti le equazioni di Codazzi e di Gauss avendo qui la stessa forma 
che nello spazio ordinario ed il sistema {K)y (JT*), come pure la relazione (38) 
fra le costanti, rientrando nelle formolo generali date al § 303 e seguenti 
delle Lezioni (Yol. li), è chiaro che le condizioni d'illimitata integrabilità 
si troveranno anche qui identicamente soddisfatte per la (38). 

Quando la superficie S di curvatura costante K e di 1.* specie, l'unica 
differenza dal caso precedente è portata dal segno cangiato nella equazione (36) 
dì Gauss. U calcolo eseguito al § 304 delle Lezioni prova che basta perciò 
modificare la relazione (38) fra le costanti a, e nell'altra 

a = — {c + l)K. (38*) 

Conviene ancora ricordare (1. e.) che il sistema illimitatamente ìntegra* 

Annali di Matematica, Serie III, tomo IX. 36 ;'"j 
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bile {K)j (K*) possiede Tintegrale quadratico: 

A. $ :i= a 4>« — e TT» + cost., (K') 

essendo A»* il parametro differenziale primo di *, calcolato rispetto alla 
prima forma Ed m» -\- 2 Fdudv -\- Gdv\ 



§ 12. 



Riduzione del sistema lineare (B) § 7, relativo al paraboloide ellittico. 

Essendo u una soluzione dell'equazione (A) § 7 

^— i + 7 — 9 === sen w cos w, 

l'elemento lineare 

ds^ = cos* &) d M* - sen* w d t?' (39) 

appartiene ad una superficie S di seconda specie, dello spazio con 

d8' = dx' + dy* — dz% 

riferita alle sue linee di curvatura (w, v) e colla curvatura K= — 1 (*). E 
infatti, i valori dei simboli di Christoffel per la forma differenziale (39) es- 
sendo 



11) . d(ù (12) , 2&) (2 21 , geo ] 

11) , ga> (l 2) , d(ù (2 2/ . 8(0 \ 

' COt ft) :r— , 1 =: COt W ;r— , ? := COt W ' 



(40) 



si soddisfano le equazioni di Codazzi e dì Gauss ponendo 

D = D'^ — sen « cos w, D' = 0. (41) 

Costruendo ora per la nostra superficie S il sistema illimitatamente in- 
tegrabile (jK"), {K*) del paragrafo precedente, osservando le (40), (41), ve- 



(*) Cf. la mia Memoria citata dei Lincei (Serie 4.*, Tomo V) n. 22. 
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diamo che si può scrivere sotto la forma : 



r- 1 ^5— = — o- • ó — h « cos w • * — e sen Gt) . Tr 

' u Vcos iùou' V sen (ùd v 



d 



/ ^_ a^\_aj^ 

'coswa^y aw 



a I? 'cos (ùd uj d u sen w a r 

a / 1 a«^\ ao) i a* 

a V cos co a u 



(42) 



u Vseu (ùdv ) 

a / 1 a4>\ aw 1 a* . ^^ 

^— I -—) = —- . a sen ca . $ — e cos w . ir 

V \sen (ùov) u cos co a m 

air , a<t air , d^ ,.^^^ 

TX— = tga>^-, ^— = — cotwK-; (42* 

OH ^ OH V OV ^ 

e la relazione (38) fra le costanti a, e, a causa di -fir= — 1, diventerà 

a + c=l. (43) 

Confrontiamo ora questo sistema (42), (42*) col sistema (B) § 7, la cui 
integrazione fa conoscere le deformate del paraboloide ellittico, corrispondenti 
alla soluzione gj scelta della (À). 

Se facciamo le posizioni : 

' '^ ' cos w a u ^ sen o) a t; ^ ^ 

a = , e = - , (45) 

q P ^ 

vediamo appunto che' i due sistemi si cangiano l'uno nell'altro. E si noti che 
la relazione (43) fra le costanti a, e si muta alla sua volta, a causa delle (45\ 
nella relazione (23) § 7 

1-1=., 

che abbiamo posto fra i parametri p, q del paraboloide. E ben naturale che 
anche la relazione quadratica che segue dalla formola generale (K') del pa- 
ragrafo precedente: 

(J- ^* )•_ {A_ |±y+ a<S>^-cW^ = cost. (46) 

\sentó dv) \coswaw; "^ ^ 

trovasi in accordo colla (B*) § 7, cui soddisfano a, |3, X, (x: 
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e per farle coincidere basta rendere = 1 la costante del secondo membro 

nella (46), disponendo dei valori iniziali di 4>, Wj 7^ — » tt- • 

'^ ^ u ov 

Da tutto ciò raccogliamo il risultato: Per determinare^ per mezzo delle 
loro equazioni intrinseche, le <x>^ deformate del paraboloide ellittico corrispon-- 

dente ad una data soluzione w della equazione (A): 7;— 2 + ^— 5 ^senwcosw, 

basta saper integrare il sistema (42), (42*), associato alla corrispondente su* 
perfide pseudosferica di seconda specie, rendendo = 1 /a costante del secondo 
membro nel l' integrale quadratico (46) 



§ 13. 



Riduzione del sistema lineare (D) § 7 per il paraboloide iperbolico. 

Una riduzione perfettamente analoga andiamo ad operare nel sistema 
(Dj del § 7; la cui integrazione fa conoscere le 00' deformate (di 1.* specie) 
del paraboloide iperbolico, corrispondenti ad una soluzione 6 dell'equazione (C) 

^-^ — Q-^ = senb e cosh S. (C) 

V CU' 

Soddisfacendo e alla (C), Telemento lineare 

ds"' = cosh' edu' — senh* d v* (47) 

appartiene ad una superficie S di seconda specie colla curvatura £'= + 1 
le cui linee di curvatura sono le w, v. Infatti i valori dei simboli di Chri- 
STOFFEL per la forma differenziale (47) sono 

iM_(2 2|_. . ,a_e, (12) ,. ,ae 



1 



i\='s^'h' il =*^*^^r. 



2) (2) dv (2) ou 

e si soddisfano le equazioni di Codazzi e di Gauss ponendo 

D ^ — senb 6 cosh &, D ' =r= ^ senh 6 cosh fi, D' = 0. 



^J..' : ! 
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Il sistema illimitamente integrabile (K), (K*) § Il assume in conseguenza 
la forma: 

d 



1 a* 



) r 1 a*! 8 6 1 a* , ... ur irr 

- — 7-ù 5— = ó- • — xTù 5 — ho cosh 6.9 — e senh . W 
u Icosli d «J V sena B dv 

j_ r 1 a*i ^ 3_e 

9 [cosh 9 d «J d u 

ì [ 1 8*i_ao 

w [senh U 3 t?J et? 

V [senh ^dv] ou cosh 9 9 w 



senh ^ d V 

8 r 1 8<i>1_8e _1_84> ^ ^ 

8 w I senh ^ d v\ òv cosh 6 8 m 

8 

8 



^— = tghe^-. -5— = coth ff -5— » 48*) 

cu ^ ou ov ov ^ ' 

e la relazione (38) § 11 fra le costanti a, e, essendo qui K=-\' 1, diventa 

e — a = L (49) 

Ora identifichiamo il presente sistema (48), (48*) col sistema (D) § 7 
ponendo 

a = * ^=W, 1 = -^.—^ f* = — T-tìl^ (50) 

' '^ ' cosh 6 8 M '^ senh 681? ^ ' 

a = » c = — ; ' (5i) 

e si noti ancor qui che la relazione (49) fra a e e equivale per le (51) ap- 
punto alla relazione (24) § 7: - -\ — = 1, posta fra i parametri del parabo- 
loide. 

Se paragoniamo poi la relazione quadratica che segue dalla gene- 
rale (K') § Il 



colla (D*) dal § 7 



a* a* 

f*'-^' = - + - + l, 

V 9. 



7^ tf\ 7^ A\ 

vediamo che anche qui sono da scegliersi i valori iniziali di *, W^ -^r— » -^— 

ou ov 

in guisa che la costante del secondo membro nella (52) risultaci. 
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Dopo ciò è chiaro, senza che ne ripetiamo l'enunciato, che vale nel caso 
attuale una conclusione perfettamente analoga a quella della fine del para- 
grafo precedente, sostituendo al paraboloide ellittico l'iperbolico ed al si- 
stema (42), (42*) l'altro (48), (48*). 



§ 14- 



Riduzione alla ricerca delle soluzioni speciali (*, W). 



Abbiamo ridotto la ricerca delle deformazioni del paraboloide ellittico, e 
quella delle deformazioni di 1.^ specie del paraboloide iperbolico, alla inte- 
grazione del sistema completo (K), (K*) § 11 per le superficie di seconda 
specie a curvatura K= — I o 7^= + 1 rispettivamente, dello spazio di 
d 8* =^d x^ -{- dy^ — d 2r*, dove la integrazione deve essere eseguita per modo 
che la costante del 2.° membro nell'integrale quadratico (K') riceva il va- 
lore — 1. 

L'attuale problema riduciamo ora ulteriormente alla ricerca di quelle so- 
luzioni (*, W) del sistema (K), (K*) per le quali la detta costante è nulla, 
che soddisfano cioè alla relazione quadratica 

Tali soluzioni si diranno per brevità soluzioni speciali. 
Siccome il sistema (K), (K*) è lineare omogeneo, ed il suo integrale 
comporta quattro costanti arbitrarie, se diciamo 

quattro coppie di soluzioni particolari del sistema, tali soltanto che sia di- 
verso da zero il determinante : 



l». 


<i>. 


«I>, 


*4 


w, 


TT, 


PT, 


W, 


a<t>i 


d<t>t 


0*3 


d 4>* 


du 


d u 


d u 


d 11 


dt>i 


8*2 


d<t>i 


d <t>i 


dv 


dv 


dv 


dv 



(53) 
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si vede subito che le forinole 

* = C, *, +^**f +<"3*3 +^4*4 ) 

dove e,, Cfj C3, C4, sono quattro costanti arbitrarie, danno l'integrale gene- 
rale del sistema. E invero, assegnati ad arbitrio, per una particolare cop- 
pia M = Mo» v = Vq delle variabili, i valori di <P, TT, ^ — ■* ^— » potremo sem- 
pre determinare nelle (54) i valori da darsi a e,, e,, Cg, C4. 
Ora per queste quattro coppie fondamentali di soluzioni 

(d)^, FF,)t = l, 2, 3, 4 

possiamo assumere quattro soluzioni speciali, poiché i valori iniziali per una 
soluzione speciale (*, W) essendo vincolati dalla sola relazione 

è chiaro che non può annullarsi il determinante (53) per quattro soluzioni 
speciali qualunque. 

E facile anzi vedere che basta la conoscenza di due soluzioni speciali 
(*i ^1), (*t, Wi) per comporne una soluzione 

(D = e, <I>t + e, *,, W= e, W, + e, W^ (55) 

della specie da noi richiesta, per la quale cioè risulti 

A.(t = ar — cTT- — 1. 

Per dimostrarlo cominciamo dall'osservare che essendo (0,, IT,), (<1>|, W\) 
due coppie di soluzioni qualunque del sistema (K), (K*), se si indica con 
V(*M *t) il parametro differenziale misto di <P, , <P,, costruito rispetto alla 
prima forma fondamentale JEdu' + 2' Fe^Mrfv + Gd v*, si ha in virtù del 
sistema stesso (K), (K*), la relazione 

V(*,, *.) = a<I>,4), — e W, l^, + 7, (56) 

essendo 7 una costante. Ora per la ^ calcolata dalla (55) abbiamo: 

A, * = e; A . *. + e] A . *, + 2 e, e, V (*4 , *,). 
Se supponiamo che (<!>,, TT,) ($,, TF,) siano soluzioni speciali, abbiamo 

A.$, =a<&? — cTTf, A,<&, = a<&^ — cTTj 



ri 
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e qaindì per le (55), (56) 

Al * — a**+ cW' = 2c,c,.y. (56*) 

n caso che sia 7 = può avvenire^ come è chiaro^ solo eccezionalwuMk 
per coppie di soluzioni speciali scelte in particolare relazione fra loro; snp- 
posto dunque 7=1=^9 potremo, scegliendo opportunamente e<, Ct, dare alla co- 
stante 2 Ci e, 7 del 2.° membro nella (56*) il valore che più ci piace, in par- 
ticolare il valore — 1 richiesto. 



§ 15. 
Ricerca delle soluzioui speciali pel sistema (42), (42*) § 12. 

La nostra ricerca essendo ormai ridotta a costruire le soluzioni speciali 
del sistema (E), (E*), dimostreremo che basta applicare convenientemente le 
formole del teorema di permutabilità (§§ 8, 9) per dedurne con quadrature 
le seduzioni speciali richieste. 

La via da tenersi per conseguire questo risultato finale ci viene indicata 
dalle cognizioni acquistate nello studio del problema d' inversione dei teoremi 
di GkicHABD, nella teoria delle trasformazioni delle superficie di curvatura co- 
stante deirordinario spazio Euclideo. Senza addentrarci qui nel raffronto geo* 
metrico fra il caso attuale dello spazio di ds^ =dx^ -\- dy^ — dz^ oA il caso 
ordinario, raffronto nel quale apparirebbe completa l'analogia delle proprietà 
nei dae casi, basterà al nostro scopo partire dai risultati definitivi g^à noti 
per lo spazio Euclideo e dimostrare che essi sussistono, sotto la stessa forma, 
per il caso che ora ci interessa. 

Cominciando in questo paragrafo dal caso del paraboloide ellittico, pren- 
diamo una soluzione &> della equazione 






o • + ò— i = sen 0) cos w. (A) 

e consideriamo due sue trasformate di Bàcklund (§ 8) 0, &, per mezzo di due 
trasformazioni B^ , &_«, nelle quali la costante a abbia valori eguali e di segno 
contrario. 

Consideriamo in fine la seconda soluzione wi della (A) che sì ottiene, 
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secondo il teorema di permutabilità, dalla formola (27^) § 8 

tg(^) = tgacotb(^). (57) 

e dimostriamo che se Del sistema (42), (42*) § 12) si danno alle costanti a, e 

i valori 

a = sen^c7, e = 008* (7, (58) 

in armonia colla relazione (43) a-\-c=^ì^ potremo determinare con una 
quadratura una coppia {% W) di soluzioni speciali tali che si abbia 

Tr=*tg(i^). (59) 

Intanto dalle relazioni 



^ 5- =:: cos (T cos w sonh 6 — sen a sen w cosh 8 1 

cu V I 

5 — [- 5— == sen a cos ta senh ff + cos a s^n w cosh 6 j 
dv ou 

-o—* — 5- = cos cos «, senh 6 + sen a sen u< cosh fi 
-ò-^ + 7r- = — sen a eoe 0), senh 5 + cos a sen W| cosh fi 

ov ' du .1 



(d) 



(d*) 



deduciamo per sottrazione le formolo 

d{<ù COi) 



— ^ = — 2 sen ( ^ g ^ I cos a sen r ^ j senh fi + 
+ sen <7 cos (—5—^1 cosh fil 
-^-g ' = 2 cos I — ^ — I cos a sen I — — j cosh e + 



(60) 



+ sen a cos | ^j senh • 

Ammesso per un momento la possibilità di soddisfare, nel modo anzi- 
detto, il sistema (42), (42*) § 12, basta derivare la (59) rapporto ad 1*, v, 
avendo riguardo alle (42*) ed alle superiori (60) per dedurne le formolo: 

g = — cos a> cos a tg n~>^- jsenh fi -f sen a cosh fil 

ù jcos (T tg I — — ^ 1 cosh 4- sen a senh fil • 

i4nnaZi di Matematico^ Serie III, tomo IX 37 



d log * . f . • /o> — (ut 

o = — sen oì Icos a ^'^ ' 

(7 V 
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fv. 






La coDdizìone d'ii\tegrabìlità per queste : 



^ j cos <j tg 1 — — ^1 cos w senh fi + sen a cos w cosh Sì = 

= ^ j cos a tg 1 — - — !^ j sen o) cosh fi + sen ^ sen w senh s\ 

si trova identicamente soddisfatta, in virtù delle (d), (d*), per cui dalle (61) 
si ha così * con una quadratura (a meno di un fattore costante). Ed ora an- 
diamo a verificare che questo valore di * e la TF, data in termini finiti 

f dalla (59), costituiscono una coppia di soluzioni speciali per il sistema (42), 

(42*), ove a, e abbiano i valori (58). Intanto, pel modo stesso che abbiamo 
tenuto per trovare le (61), verranno ad essere soddisfatte le (42*). Ed ora, se 

; ' scriviamo le (61) sotto la forma equivalente : 

l — ^ — - 5 — =fien cosh fi * + cos a senh 6 W 

\ cos 0) 3 w 



sen 



- -^— = sen a senh 6^ + cos g cosh 6 W. 



e deriviamo rapporto ad u, v^ tenendo conto delle (42*), vediamo facilmente 
che anche le (42) risultano soddisfatte. In fine, quadrando e sottraendo le for- 
mole superiori, deduciamo 

\senct) ov ) \cos<«) ou ) 

dunque la costante del secondo membro nella (46) ha qui il valore zero e la 
coppia (*, W) è una coppia di soluzioni speciali e. d. d. 



§ 16- 



Ricerca delle soluzioni bpeciali pel sistema (48), (48*) § 13. 



Consideriamo quattro soluzioni 9^ 9i^ 6tj ^s della equazione (C) 

5-^ — ^—5 = senh 6 cosh G. 
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che stiano fra di loro nella relazione del teorema di permutabilità al § 9, i 
valori delle costanti a,, a, essendo eguali e di segno contrario, diciamo (Ji=^^^ 
7i = — a. Se scriviamo le formolo corrispondenti alle (28) § 9 : 

^ + -w— = — (cosh ff senh 6 cosh 5, + senh 7 cosh 6 aenh 5,) 

du ov / 



^ 4- ^ — = cosh d cosh e senh ff, + senh a senh fi cosh ^4 
dvou 

^ + -^ == — cosh <i senh 6^ cosh &< + senh 7 cosh fi, senh fi, 

-^ + -TT^ = cosh a cosh 6i senh fi, — senh a senh fi, cosh fi, , 
ov ou 

per sottrazione ne deduciamo le altre : 

'^1^ = 2 senh (?^) [cosh 7 senh [^') senh e, + 



(62) 



3(6 



-]- senh (7 cosh | — ^ j cosh fi, 
^^-^ ^= — 2 cosh ( "^ j cosh a senli [ ~ j cosh fii + 



(62») 



+ senh 7 cosh 1 — ^— * j senh eA- ì 

Dimostriamo ora che, dando nel sistema (48) (48*) § 13 alle costanti a, e 

i valori 

a = senh* u, e = cosh* a, (63) 

in armonia colla relazione (49): e — a = l fra le costanti, si potrà determi- 
nare una coppia di soluzioni speciali *, W tali che si abbia 



W 



tgh {^^) . (64) 



Procedendo come al paragrafo precedente, deriviamo quest'ultima rap- 
porto ad Uy v, tenendo conto delle (48*) § 13) e delle superiori (62*); ne 
dedurremo così le formole : 

^^ = cosh fi cosh 7 tgh 1 — -— ? j senh di + senh 7 cosh 9^ 
— ^^ := — senh fi 1 cosh a tgh ( — —^j cosh fi, + senh ^^enh fi, j • 



li ; 



i'. « 



I. . 






•j"; 



■4 

T 



* ■ 



•■'-v 



i ' 



I ■ 

, f , 









et 



I » • 

* • 
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»"^ ■ ^^« 



Ma aiocoroe la condizione d'integrabilità 

r- cosh (7 oosh 6 senh ffi tgh I — ^— ^ | + senh a cosh 9 cosh fli 1 + 

+ r— cosh a senh ff cosh ff, tgh j ~ * j + senh a senh 6 senh 5, 1 1= 

trovasi identicamente soddisfatta, a causa delle (62), (62^^), si vede che 
avrà di qui* con una quadratura, indi W in termini finiti dalle (64). 
Ora se scriviamo le (65) sotto la forma equivalente : 

— r-A ó— = senh a cosh ff| . $ + cosh a senh 6i . W 

1 3* ^^' 

— r-^ ó~ = — senh a senh fl| . 4> — cosha cosh^* • W. ] 
senh 9 V * » / 



'^ e deriviamo queste rapporto ad u, r, tenendo conto delle (65*) stesse 

delle (48*), troviamo che anche le (48) sono soddisfatte, ove si diano a 
costanti a, e i valori (63). 

Inoltre, quadrando e sottraendo le (65*), deduciamo 

l-^ |f y_ f _1 |£y= cosh' aW — senh' a *» = e TF' — a $% 
\senhO dv ) VcoshO Sw^ ' 

che confrontata colla (42) § 18 dimostra che per la coppia (*, W) di sol 
zioni così calcolate la costante del secondo membro è nulla, cioè le soluzic 
sono speciali e. d. d. 



§ 17. 



Deformazioni del pababoloin ellittico. 



Un ultimo passo ci resta da compiere onde poter applicare i risulti 
ottenuti nei due paragrafi precedenti alle deformazioni dei paraboloidi, e co 
seguire così il risultato finale enunciato nella prefazione. 

Cominciando dal caso del paraboloide ellittico coi parametri p, q legj 

dalla relazione = 1, dobbiamo paragonare le forme del § 12 con que 

del § 15, in particolare le (45) colle (58), che esprimono le une e le ali 
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i valori delle costanti a, e, e debbono essere poste ora in accordo. Troviamo 
co£^ le: 

a = sen^ a = , b = cos^ «^ = - i (66) 

q p 

e poiché Pj q sono positivi si presenta qui la difficoltà che non può a avere 
nelle nostre formolo un valore reale. Ma appunto, ricorrendo ai noti risultati 
della composizione di trasformazioni immaginarie di Bagelund in trasforma- 
zioni reali, la difficoltà si toglie e si ha il risultato finale in vista. Se osser- 
viamo infatti le formolo del teorema di permutabilità al § 8, vediamo subito 
che la deduzione analitica conserva la sua validità anche per valori complessi 
delle funzioni e delle costanti. Ora se supponiamo in quelle formolo o). reale 
e la costante ai complessa, risulterà pure complessa la funzione 6i e potremo 
prendere per a,, 9, le quantità coniugate di <7«, ff/, scriviamo 

Se poniamo poi, scindendo il reale dall'immaginario 

la formola finale (27*) del teorema di permutabilità (§ 8) ci dà 

tg (^^^^^) = tg (i ^) coth {i ^) = tgh r cot (P, (67) 

e ci dimostra che la seconda soluzione co, della (A) sarà reale, come la prima coi. 
Ciò premesso, se nelle formolo (66) diamo alla costante 9 il valore pu- 
ramente immaginario a = f r, esse diventeranno 

cosh' T = - , senh' t = - : (66*) 

e poiché Pj q sono positivi ed è = 1, avremo un valore reale della 

costante r che vi soddisfa (insieme coli' opposto — r). Osserviamo poi che, 
nelle notazioni del § 15, la (67) si scrive 

tg(-p^)=tghTCOtf (68) 

Se dimostriamo che la funzione <P definita, a meno di un fattore co- 
stante, dalle (61) può prendersi reale, reale risulterà pure W dalla (59) ed 
Avremo così una coppia reale (*, W) di soluzioni speciali del sistema (42), 



e 
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(42*), coi Talori a = » c = — delle costanti, come si voleva. L'ultima 

verifica indicata si compie facilmente sulle (61), ove si deve porre (7 = tr, 

e = (f -{- i\p^ onde per la (68) risulta 

—^— =: cos (ù senh r [cot ^ senh (9 + i^) — i cosh (9 + i <//)] 

— « ■ — ^= sen w senh r [cot ip cosh (9 + « ^) — i senh (9 + i ^)1 j 

ossia 

9 log 4> senh t cos w senh 9 3 log <l> senh t sen o cosh 9 .^^ 

du sen^ ' dv sen ^ ' v / 

I valori dei secondi membri essendo reali, ne risulta che si può pren- 
dere <S> reale, ed è qumdi reale anche 

Tr = — tghrcot^/;.*. (70) 

Dimostrato così il nostro asserto, possiamo ancora osservare che le for- 
molo trovate si verificano per via reale nel modo seguente. Poniamo nelle 
formolo (26) § S della trasformazione di Backlund 

a = i T, 5 = y -f- i ^ 

e, separando il reale dall'immaginario, ne dedurremo le seguenti : 

d(ù d f 



d ca 

d 



^ — ^3=: senh 9 fcosh t cos w cos df + senh r sen o) sen J/1 ) 

u V ' f 

- -f- ^ -? = cosh 9 [cosh T sen w cos <// — senh t cos w sen ^] \ 

-^ = senh 9 [cosh r sen w sen J/ + s^nh r cos ca cos J/1 
u 

— ^ = cosh 9 [ — cosh r cos w sen 6 + senh r sen u cos J/l. 

(7 1? 



(a) 



(b) 



^2 rì2 

Le (a), (b), soddisfacendo w alla (A) x-g + ^2 '^^ ^en o) cos w, costitui- 
scono per le funzioni incognite 9, ^ un sistema illimitatamente integrabile di 
equazioni ai differenziali totali. Ed ora, servendoci di queste formolo, si vede 
anzi tutto che la condizione d'integrabilità per la (69) è identicamente sod- 
disfatta e si possono compiere, sotto forma reale, tutte le altre verifiche che 
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provano essere la nostra 6oppia (% W) una soluzione speciale del sistema 

(42), (42*) coi valori 

€ = cosh* T, a = — senh* r 
delle costanti. 

Venendo in fine alle deformazioni del paraboloide ellittico, ricordiamo 

dal § 14 che potremo determinare una tale deformata per mezzo delle sue 

equazioni intrinseche, appena sì conoscano due coppie di soluzioni speciali 

che non offrano il caso eccezionale menzionato alla fine del § 14, per le quali 
cioè la costante 

(1 = V (cp (D,) + senh« r *, *, + cosh'r W, W^ = -\- IP ^-fi — 

1 a*i 3 ** + genh« r *, $, + cosh« T IF. W^ 



sen*c«> dv dv 

sia ^diversa da zero. Ma se (*,, W^\ ($,, Wt) sono due tali coppie <li so- 
luzioni speciali, calcolate per quadrature nel modo superiormente descritto, e 
con (y,, 9,), (y,, (ft) si indicano i valori di y, ^ che loro rispettivamente cor- 
rispondono, osservando le (69), (70\ se ne trae subito 

[ sen ^1 sen ^t sen ^^i sen 4/2 J 

ovvero 

11 = 1 r- [cosh (y, — ?,) + cos (O/j — <//,)]• 

sen^isen<{/t ■■ ^^ ^ ^^ ^^-^ 

E ora evidente che la costante il non può annullarsi; dunque il caso 
eccezionale non può qui affatto presentarsi. 



§ 18. 



DeFORMÀZIOKI di 1.^ SPECIE DEL PARABOLOIDE IPERBOLICO. 

Per compiere anche per le deformazioni (di 1.* specie) del paraboloide 
iperbolico una ricerca analoga a quella sopra eseguita pel paraboloide ellit- 
tico, conviene che paragoniamo le formole dei due §§ 13, 16, in particolare 
le (51) colle (63). 
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Così abbiamo per le costanti a, e i valori 

ar=r = 8enh*(T- c = — ^=co8h*a, (71) 

P 9 

dove al «olito i parametri p, q del paraboloide iperbolico si suppongono le- 
gati dalla relazione (24) § 7: 1 = 1. Siccome p, q sono positivi, si 

presenta per le (71) la medesima difficoltà come sopra per le (66), e questa 
superiamo nel medesimo modo. Nelle formolo del § 9 relative al teorema di 
permutabilità per l'equazione (C) prendiamo 6 reale, a, puramente immagi- 
nario, poniamo (7, = ir; risulterà 5, complessa =z(f-\-i\^f^ e potremo assu- 
mere per <x,, Of le coniugate di ai, 0,^ cioè aj = — ir, 0^='f — t ^. Con 
ciò la formola (29*) del teorema di permutabilità diventa 

tgh P^^^] = tgh (t t) coth (i ^) = tg r cot ^ (72) 

e ci dimostra che, scegliendo convenientemente il valore iniziale di ^ in gtrisa 
che sia l tgrcotip |< 1, risulterà pure 63 reale. Ora le formolo (71), ponen- 
dovi (7 = iT danno 

a = — sen' r = > c = cos' r = — ; (73) 

P 9 

e poiché p, q sono positivi ed è 1 = 1, risultano soddisfatte da un 

valore reale di r. 

Basterà ancora qui dimostrare che la funzione $, calcolabile con una 
quadratura dalle (65), può assumersi reale, dopo di che risulterà reale, per 
la (64) e la (72), anche 

fK= — tgrcot^.*. (74) 

Ora le (65), ponendovi a = t r ed osservando la (72), danno le formole 

81og<l> sen t cosh 6 senh y 9 log* sen t senh 9 cosh 9 ^«.v 

du sen ^ * dv sen ^ ' \ ^ 

i cui secondi membri sono reali. Così abbiamo constatato che la soluzione spe- 
ciale (♦, ir) del sistema (48), (48*), ove a = — sen' r, e = cos* t, calcolata 
dalle (75), (74) è in effetto reale. 

Da ultimo osserviamo che, affatto analogamente al caso precedente, se 
calcoliamo due qualunque tali coppie (4>,, TT',), (<P,, TF,) e diciamo (f., ^),, 
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(ft) ^t) i corrispondenti valori di <f, (/^, dalle (75) si trae subito 



e quindi 



^ ' senyisen^ ^ ^ '^^ 

(1 = V (^1 , *,) — a *, *, + e H^4 W^f = 

sen 4» sen 4>« 1'°'*^ ^?' " ^»^ + ^^' <*' - ''"^l- 



Anche qui la costante il non è nulla ed il caso eccezionale non può pre- 
sentarsi, onde la conoscenza delle due soluzioni speciali basta per dedurne, in 
termini finiti, una deformazione del paraboloide iperbolico. 



§ 19- 



Deformazioni delle superficie d'elemento lineare (25) § 7. 

Colle ricerche degli ultimi due paragrafi abbiamo eifettiyamente conse* 
guito il risultato annunciato nella prefazione, per quanto riguarda le defor- 
mazioni degli ordinarli paraboloidi. Ora vogliamo far seguire alcune ricerche 
complementari dalle quali si vedrà che i metodi stessi si estendono ad altre 
classi di superficie applicabili, come anche al problema di trovare i sistemi oo*^ 
normali di circoli giacenti nei piani tangenti dei paraboloidi. 

Al primo oggetto prenderemo a studiare le deformazioni delle superficie 
corrispondenti al caso e) del § 7 colPelemento lineare (25) 

ds' = {a' + p)da' — 2^^dadfi + {^' — q)dfi\ (75) 

dove jp, q sono costanti positive. Si è visto che la ricerca di queste defor- 
mazioni dipende dall'integrazione dell'equazione a derivate parziali 



-^ + 5— ; = I ì senh e cosh (Q) 

u^ v^ \ q p ) ' ' 



a» e 
d 



e dalla integrazione del sistema lineare (H) del § 7. 
Se le costanti pj q sono eguali, ponendo 

Q = p cosh f^ o^='p senh y, 
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l'elemento lineare (25) prende la forma 

che appartiene alla superficie complementare del paraboloide di rotazione 
(Voi. ir, pag. 67). Di queste superficie conosciamo già in termini finiti tutte 
le deformate (ibid); supponiamo dunque p-^q. Secondo che p<Cq ovvero 
|) > 5, potremo moltiplicare il d s* per un fattore costante tale che ne risulti 
nel 1.® caso 

.1-1 = 1 (76) 

q p 

e nel 2.*^ caso 

1 — 1 = 1. (76*) 

Trattiamo in questo e nel seguente paragrafo il 1.^ caso, ove l'equa- 
zione (G) diventa 

5— 5 + TT^ = senh e cosh 6. (Q' ) 

che abbiamo visto nel § 8 associarsi alla (A) 7^— 5 + o—^ = sen w cos w, rela- 

tiva al paraboloide ellittico. 

Soddisfacendo 6 alla (G'), ne viene individuata nello spazio di 

ds'^dx' ^dy^ — dz'' 

una superficie S di 1.^ specie colla curvatura costante K=^ — 1, d'elemento 
lineare 

d8^ = cosh* edu" + senh' edv\ (77 ) 

della quale le linee 14, v sono le linee di curvatura. E invero, i valori dei 
simboli di Chribtoffel per la forma differenziale (77) essendo 

( j>/j=^..|i. ivì=t.M|-:. ivì=-tg..fi 

\ iVÌ=--'''ll' iVÌ=-»l^' )V!=-^^I^.' 

si soddisfano le equazioni di Codazzi e di Gauss ponendo 

D = D'' = — seuh 6 cosh 6, U =0. 

Se costruiamo allora, secondo il § 11, il relativo sistema illimitataoiente 
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integrabile (K)y {K*)j troviamo le formole seguenti 



3 u ycosh 9 8 m; 8 i? senh i d v 

d I 1 a*\ 

8 r \cosh 8 u)~ 



' a M senh 6 a t; 

?_ / ^ ^*\ _ ?_? 1 a* 

a w \senh9 3 t?/ a r cosh 6 a m 



(78) 



3 / 1 2*\ 3^ 1 a* , , . ^ U/3 TXT 

^ — Ttì ^^ = — 5- • — iTn ^- + ^ senh e .^ —e cosh 5 . W 
a i? vsenh t? r; ou cosh 6 a w 

^— = tgh ^ ^- , -^— = coth e ^— , (78* 

e la relazione (38*) § 11 fra le costanti a, e, essendo qui X'^: — 1, diventa 

a — c = L (79) 

Ora noi identifichiamo il sistema superiore (78), (78*) col sistema (H) 
del § 7 colle posizioni 

' ^ ' cosh 6 a e^ '^ senhe ar ^ ^ 

a-.— - c=— -; (80*) 

P 9 

onde la relazione (79) fra a, e si accorda colla (76) supposta fra p^ q. 
Medesimamente l'integrale quadratico {K') § 11 

( 1 W+f 1 W^ (81) 

\cosh0 9wj^\senh6 8r/ ^ ^ ' 

combina colla (fl*) § 7 quando si renda := — 1 la costante del secondo 
membro nella (81). 

Dopo di ciò le considerazioni stesse del § 14 dimostrano che la ricerca 
delle superficie d'elemento lineare (25), sotto la condizione (76) 

±-1=1, 

9 V 

8Ì riduce alla ricerca delle soluzioni speciali del sistema (78), (78*). E queste 
nuovamente troviamo con quadrature, applicando il teorema di permutabilità 
al § 8. 



j> -t. 
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§ 20. 



Ricerca delle soluzioni speciali del sistema (78), (78*). 

Consideriamo, come al § 15, le due coppie di soluzioni (<k>, &Jì), (S^ &,) 
delle equazioni (A), (G') rispettivamente, le quali siano legate fra loro da 
due trasformazioni opposte B», 5-». Dimostreremo che dando alle costanti a, e 
nel sistema (78), (78*) \ valori 

a=:sen*a, c = — cos*<7, (81*) 

sì può trovarne, con una quadratura, una coppia ($, W) di soluzioni speciali 
tali che si abbia 



W 



= * tgh (^-^) . (82) 



Per ciò dalle relazioni (§ 8), che legano w a 5, ff. : 

^ — ~- = cos a cos (k) senh 9 — sen a sen u cosh 6 

X— + ^— = sen <j cos &> senh 6 -{- cosa sen w cosh 6 

^ — ^ = cos a COS &) senh 0^ + sen a sen w cosh 5, 

9w 9i? 

~? 4- ^— ^ = — sen a cos oj senh 5, + cos a sen w cosh $. 
deduciamo per sottrazione 



+ cos a sen w 



se„H(l--A)] 



^^^) = 2 cosh ( ^^* )[8en , sen . cosh (^) - 



(83} 



— COS a COS co 



-M^)- 
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Derivando ora la (82) rapporto ad u^ Vj tenendo conto delle precedenti 
e confrontando colle (78*) ne deduciamo i valori di ^^ » —^— : 

OU V 

—-I— = cosh 9 sena COSO) + cosa sen wtghl — - — ^| 



dlog4» 



senh 5 sen a sen w — cos a cos w tgh j — ^^ ) ; 



dv 

per queste la condizione d'integrabilità trovasi identicamente soddisfatta, e si 
ha * con una quadratura, indi W dalla (82). Scritte ora con le (84) sotto 
la forma 

— r-r ò— = sen a cos 0) + cos a sen w fV 
\ cosh bau 

— zr; K—=^8en(j sen cw * — cos <y cos &> TT, 
senh 5 dt; ' 

facilmente verifichiamo che le funzioni 4>, W così determinate costituiscono 
appunto una coppia di soluzioni speciali del sistema (78), (78*), avendo a, e 
i valori (81*). Se però confrontiamo questi valori con quelli dati dalle (80*), 
ne deduciamo 

sen* a = f cos* a = — > 

P ? 

e per soddisfarle dovremo dare a <7 un valore puramente immaginario a = i r. 
Così mentre 9, 9^ saranno reali, avremo &> complesso 

ed 0)1 =w = y — tip. Così la formola (27*) del teorema di permutabilità (§ 8) 
diventa 

tg(i^) = -tg(ir)coth(^^), 

tgh ( 1 ^=: — tgh T coth ^. 

Sostituendo nelle (84), troviamo per —^ — > —~- — i valori reali 
3 log 4> senh t cosh sen 9 3 log <l> senh t senh cos <p ^ 



ossia 



— — f 



, (84*) 

du senh^ dv senh^ ' ^ ' 
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cod arremo con una quadratura una coppia reale {^j W) di soluzioni spe- 
ciali del sistema i78), (78*), ove 6i faccia 

a = — senh' t = , e = — cosh* r = , 



in armonia colla relazione = 1. Valgono quindi le medesime con- 

clttsioni come ai §§ 17, 18; ed anche qui si vedrebbe, nel medesimo modo, 
che il caso eccezionale (§ 14) non può presentarsi. 



§ 21. 



Esame del caso = 1. 

p q 



Passando ora a trattare il caso in cui fra i parametri |), q delle super- 
ficie d'elemento lineare (25) ha luogo la relazione superiore (76*) § 19, ve- 
diamo in primo luogo che l'equazione (G) diventa 

1^, + 1^ = — senh 6 cosh 6 (»") 

e coincide con quella da cui dipende la ricerca delie superficie dello spazio 
ordinario applicabili sulla sfera. Dimostreremo ulteriormente che la determi- 
nazione delle superficie d'elemento lineare (25) si ottiene con quadrature dalle 
formole per le trasformazioni delle superficie applicabili sulla sfera. 
Soddisfacendo e alla (G"), l'elemento lineare 

ds^ =^ cosh* d du^ -\- senh* 6 dv* 

appartiene ad una superficie 5, di curvatura costante -fir=+ 1> dello spazio 
ordinario, sulla quale le linee w, v sono le linee di curvatura ed i raggi prin- 
cipali di curvatura hanno i valori 

r^ ■= tgh 6, r, = coth 9. 

Ne segue D^=U'=^ — senh ^ cosh ^, Z)'=0 ed il sistema illimitata- 
mente integrabile (K\ (K*) § 11 per la superficie S coincide formalmente 
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col sistema (78), (78*) § 19; però attualmente la relazione fra le costanti 
a, e, invece che dalla (79) è data da 

c — a = l. (79*) 

Identifichiamo ora il sistema (78), (78*) nel presente caso col sistema (H) 
§ 7 ancora colle posizioni (80), (80*), le quali ultime 

1 1 
a= — ■ — ♦ c = 

P ? 

trovansì d'accordo colla relazione superiore (79^) fra a, e e colla 

1-1=1. 

P 9 

Per completare anche in questo caso la ricerca altro non resta che mo- 
strare comò si calcolino ora le soluzioni speciali del sistema (78), (78*), ser- 
vendosi del teorema di permutabilità, relativo alla equazione (G"). Questo è 
già esposto in sostanza al § 404 delle Lezioni nel paragone colle formole di 
inversione àei teoremi di Guichard. Qui non facciamo che richiamare rapi- 
damente quelle formole, scrivendole nelle notazioni attuali. 

Essendo 6 una soluzione della (G'), partiamo dalle formole del § 401 
delle Lezioni j relative alla composizione di due trasformazioni immaginarie 

di Backlund, e poniamovi 7^=z(7 -{- -^ (g reale). Così, secondo le formole (46) 

del § 401 (Voi. II, pag. 460), conosceremo due funzioni w, y di w, v che 
soddisferanno al sistema di equazioni seguenti : 



^ = — sen (f [senh a senh fi senh w + cosh a cosh 6 cosh w] 
^ = — cos (f [senh ^ cosh 6 senh o -f senh <j senh 6 cosh w] 
^- + ^ = 008 (f [senh a senh 6 cosh w + cosh a cosh 6 senh w] 
— K-^ + ^ = sen 9 [senh a cosh 6 cosh w + cosh a senh 6 senh w] , 



(85) 



(85*) 



Ciò poeto, dimostriamo che se nel sistema (78), (78*) diamo alle co- 
stanti a, e i valori 

a = — cosh* a, e =^ — senh* cr, 
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cioè poniamo per le (80*; 

cosh* <j = — , senh' <j = — - 
P ? 

in arnnonia colla relazione = 1> potremo trovare con una quadratura 

una coppia (4^, W) di soluzioni speciali del detto sistema, tali che sia 

W = — coth (j coth 0) . *. (86) 

Se si deriva questa rapporto ad k, r, osservando le (78*) e le (85), se 
ne traggono i valori : 

3 log <l> cosh a sen 9 cosh d log 4> cosh g cos y senh 6 



d u senh o> dv senh a» 



(87) 



I 



La condizione d'integrabilità trovasi qui identicamente soddisfatta, a causa 
delle (85), (86*), e sì ha per ciò ^ con una quadratura, indi W dalla (86j. 
Scrivendo poi le (87) sotto la forma 

1 d * cosh <7 sen 9 * 1 3 * cosh a cos 9 ^ 

— ^ * f — —..i.. , . q> 

cosh Q du senh <ù senh 6 d t> senh a> ' 

facilmente si vede che anche le (78) (con a = — cosh* a, ft = — senh* <j) sono 
soddisfatte. In fine la formola 

/ _J__ ^ V+ f — ^ ^V= '-^^^^^^ = a *• - e r» 
\ cosh 6 3 1« / ' \ senh h dv) senh* w 

dimostra che ($, TF) è una coppia di soluzioni speciali, e. d. d. 



§ 22. 



I SISTBIfl CIGLICI NBI PIANI TANGENTI DETìLE SUPERFICIE d'eLEMENTO UNSABB (1). 

Ci volgiamo ora alle ultime ricerche della presente Memoria colla trat- 
tazione del problema seguente : Determinare i sistemi ciclici (sistemi oo* tior- 
mali di circoli), i ctrì circoli giacciono individualmente nei piani tangenti di 
un paraboloide ellittico od iperbolico, e piti in generale di una superficie il 
cui elemento lineare sia dato dalla formola (1). 
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Se non si distingue il reale dall' immaginario, il problema enunciato è 
da riguardarsi, pel noto teorèma di Darboux (Voi. II, pag. 146), come iden- 
tico a quello già trattato della deformazione. In realtà però il problema at- 
tuale equivale (Voi. II, pag. 143) alla ricerca delle superficie d'assegnato ele- 
mento lineare appartenenti allo spazio col ds* indefinito 

ds* = dx^ -{- dy* — dz*. 
Se facciamo questa ricerca per le superficie d'elemento lineare (1): 

ds* = (aii a* + 2 04» a + ttu) do} ± 

± 2 (a,, a j3 + a.3 a + a„ /3 + a„) rf « rf jS + [ ( 1 ) 

+ (aHi8« + 2a.si8-ha3s)rf/3*, 

sempre supponendo che la forma differenziale quadratica del 2.^ membro sia 
definita positiva, quindi H> 0, basterà ricordare quanto si è detto in gene- 
rale al § 10 sulle superficie di 1/ specie per concluderne che l'analisi esposta 
nei §§ 1-6 conserva ancor qui il suo valore. L'unica modificazione da intro- 
durvi dipende dalla cangiata forma dell'equazione di Gauss, che diventa qui 
la (36) 

EO — F* — ^- 

Per ciò la formola (6*) del § 1 diventa ora c = \/ — Ay onde segue che 
nelle discussioni dei seguenti paragrafi debbono essere permutati fra loro i 
due casi di ^4 > 0, i4 < 0, vale a dire di e reale o puramente immaginario. 

Esporremo qui i risultati della ricerca pei due casi più interessanti . del 
paraboloide ellittico ed iperbolico, a cui aggiungeremo quello delle superficie 
le cui deformazioni abbiamo studiato nei §§ 19-21. 
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§ 23. 



Sistemi ciclici i cui piani inviluppano un paraboloide ellittico. 

Il caso del paraboloide ellittico rientra nel 1.^ caso trattato al § 3^ con 
^>0; soltanto le formole (7) per A, A" si modificano nelle altre 






(88) 



'" ^ 



mentre le (10) conservano la loro forma 

: ì (89) 

^■■•=-+'[(l^)'+(a-^)'l- 

Ma essendo ora A', A"* reali negativi, bisogna evidentemente prendere 

e=+l, c'=+l, 

e ponendo ancora 

le formole (88), (89) danno 



e la relazione 



A' = X«[1-^V]. I".=,.[l-|,.]. 



A* A"» = A» A"« = ^ XV* 



H 

diventa 

E 



X« + f.* = ^. (90) 

Dopo ciò il calcolo procede precisamente come al § 4 e conduce al si- 
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sterna completo seguente: 



1 



aa __ ^ a p 



— X sen 0). ^— = X cos w, , 
^ ou ' 

8X Hi t Hi , d(ù dyL ^w. 

o— = — ^r— 7 sen &) + j—: 008 w + -5— a, ^ = — ^— A 

ou 2 A 2 A ov ^^ cu V 

dx as ax aw 

-— = aco8w, ^— = ixBenft), cr"'=Q~f') 

a fA 1/1 , -He a 0) . 

^— = r— 7 cos 0) + r--: sen co — 5— X, 
at; 2 A 2 A Cu ^ 

colla condizione dMntegrabilità per co 

a* 0) a* 0) Au — Att ^ . At$ 

a M* a t;* -A ' ^ 

Nel caso del paraboloide ellittico essendo 
il sistema completo diventa : 

a« , ^P ì 

TT— = — /. sen o). ^— =: A cos a)« 
aw ^ cu ^ 

ax a ,B .aw a^A acw. 

^- = sena) + -cosw+^-a, x^ = — ^-^ 

aw p q v^^ CU e V 

doL ap ax a^ 

—- z=z a cos w, ^- = a Sen ft), 5— = — a, 

av ^ ^ cv ^ ^ cv cu^^ 



apt. a , B ao) . 

75-^ = - cos w + - sen w — ^— a 

e V V Q cu 



e la relazione (90) dà 



Qaanto alla equazione a derivate parziali per coo, essa diventa 

aj _ 

à u* a t?* \y p j 

e, supponendo qui come è lecito 



a«&> a«&> /i i\ 

^- , — ^ - = sen w cos ea 

ou^ e V* \q p) 



(B) 



X» + fx' = ?il + ^ + l. (B*) 



1-^ = 1, (91) 

2 P 
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essa coincìde coli' equazione 

3* w 3« co ^ . r-. 

5—: — o-T = sen 0) cos o), ( A ) 

da cui dipende la ricerca delle superficie pseudosferiche deirordinario spazio 
euclideo. 

Ma possiamo ora vedere di più che il sistema (B) si identifica col si- 
stema illimitatamente integrabile (K\ (K*) del § 11 per l'ordinaria superficie 
pseudosferica d'elemento lineare 

d 5* = cos' w d w* + sen*^ o) d v\ 

riferita alle linee di curyatura u^ v coi raggi principali di curvatura 

ri = + tg w, r, = — cot 0), 
da cui 

/) = sen 0) cos 0), D" = — senwcosw, D' =0. 

Il sistema (E), (E*) si può scrivere allora sotto la forma data nella mia 
Memoria Sulla teoria delle trasformazioni delle superficie a curvatura co- 
stante al § 23* : 



d u \cos <ù du ) dv sen (0 a t? ' a» ' \ a^J 

a / 1 a<i>\ geo 1 a* 

a V \cos if> d u ) d u sen w a t; 

a/ 1 a4> \_ a<o i a <i> 

? w \8en (ù dv) d V cos w a m 

/ 1 a<i>\ doì 1 3 4» , sena) _ /^ l\ ^^.^ 

I -5— =— — . . - -] — . * _ 1 -COSO). W 

\senw dv) cu cosoi ou a* \ a*) 



(92) 



d 

d 



-o— = — ■ tg w ^— . 5 — = cot w . 5 — . (92*) 

dove a indica una costante. Se ora poniamo 

1 d<t> 1 d <i> 

«=vr, /3 = 4>, x = -!-P-, fx = -!-^ (93) 

' ' costo du '^ sento o» 

q a* p a ^ 



(*j Vedi questi .4/i/ta//, Serie 3.", Tomo III, 
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il sistema (A) viene appunto ad identificarsi col precedente (92), (9^*)] 6 di 
più le posizioni (93*) sono in accordo colla relazione supposta (91). Poiché 
inoltre nel caso nostro la costante a* ha un valore < 1, le formolo superiori 
corrispondono precisamente (m. e. § 27) alla composizione di due trasforma- 
zioni reali ed opposte di BIcklund. Ne concludiamo adunque : La determina- 
zione dei sistemi ciclici i cui piani inviluppano un paraboloide ellittico di- 
pende dalla composizione di due trasformazioni reali ed opposte di Backlund 
per le ordinarie superficie pseudosferiche e da successive quadrature. 



§ 24. 



Sistemi ciclici i cui piani intiluppano un pababoloide iperbolico. 

Il caso del paraboloide iperbolico, che vogliamo ora considerare, rientra 
nel 1.^ caso del § 5 con i4 >0. Soltanto le formolo (15) si modificano nelle 
altre 






rimanendo la relazione (14) 

d u d V d u d V 
Come al § 5, possiamo supporre positivi i binomii 



\duj \duj \dvi \ov) 



e ponendoli eguali rispettivamente a X*, |j*, avremo 

-4 >4 A ''* A 



A t ^ X4 A ''* ^ II* 



Le successive formolo (16) ibid. danno quindi 



> = r[c-4x| A-=:-,«[e+4,'] 



.^ 



306 Bianchi: Sulla deformazione 



e dimostrano che si deve qui assumere 

€ = +1, e= — 1, 

indi 



Dopo ciò l'equazione di Gauss 

A' À"« = A' A " 

ci dà X' + a»=4- 

Procedendo ora come al § 5 (nel 2.^ caso), ne deduciamo per le fun- 
zioni incognite a, /3, >., (x il sistema completo : 

-?=:Xco8h5, ;r^ = Xsenhff, 
cu ^ cu ' 

^- = -— . cosh S -{- ^— senh 5 — T—fx, ^ = — X 
d u 2 A 2 A v^^ cu ov 

-? = a senh 9. ^ = a cosh $ , 

\at? cu^^ e V 2 A 2 A cu 

colla condizione d'integrabilità per 6 

P. + |l^ =. éi+ii» senh e cosh + ^ co8h2e. 
In particolare pel paraboloide iperbolico essendo 

il sistema completo diventa: 

x- = X cosh e, —^ z=z X senh 6, 

du ^ cu ' ' 

TT- = — cosh + «^ senh — 5- a, ^=3-X 

du p q ov^^ cu ov y _ 

-i^ = a senh 6, -^ = u cosh 0, 

V ^ ov ^ ' 

a^ ou^ V p q Cu ^ 
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e supponendo, come al solito, i parametri |), q del paraboloide iperbolico le- 
gati dalla relazione 

P 9 
l'equazione a derivate parziali per diventa 

o— i + o— « = senh 6 cosh , 

assumendo la forma stessa del problema al § 19. La relazione quadratica fra 
a, /3, X, fi si scrive poi 

>-' + f** = y + 7 + 1- (B*) 

Ed ora basta porre 

a = *, /3=TF, À=-i-^|Ì. ^.=-V«l^ (94) 

' '^ ' cosh du ^ senh 6 3 r ^ 

a = --, c = — - (94*) 

per identificare il sistema (D) col sistema. (78), (78*) § 19, la relazione (79) 

fra le costanti a, e combinando colla — | — = 1. Se poniamo successivamente 

P 9 

a= - = sen a, c=^ = — cos* a. 

P 9 

ciò che dà per a un valore reale, basterà applicare i rfsultati del § 20 per 
concluderne : La ricerca dei sistemi ciclici % cui piani inviluppano un para- 
boloide iperbolico dipende dalle forinole di composizione di due trasformazioni 
reali ed opposte di Backluhd per le superfìcie di 1.^ specie^ e di curvatura 
)C = 4-1> dello spazio di ds'^ = dx^ -{- dy^ — d^*, e da successive qua- 
drature. 
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§ 25. 



aCUCI NEI PIANI TANGENTI DELLA SUPERFICIE d'eLEMENTO LINEARE (25) 

d 8' = {a* -{- p)d (^ — 2 a fi d ad ^ + {0" — q)d 0". 



Da ultimo ricerchiamo i sistemi ciclici i cui circoli giacciono nei piani 
tangenti delle superficie sopra indicate. 

Qui ci troviamo nel caso del § 5 con i4 < 0. Procedendo come al pa- 
ragrafo precedente, troviamo il sistema completo 

du ^ u ' 9 M 



= cosh — il senn + ^— fx, ^ = ^— A 
p q d v^^ du V 

— - zzz: »;, senn 0, ^ = u cosh 0, ^— = 
.|«^, |i^ = _*8enhe+^co8h0 + |^?. 

Ou^^ d V p q On 



(H) 



colla condizione d'integrabilità per 



;r — =( isenh 9 cosh : 

V* on^ \q p ì 



e la relazione quadi;atica fra a, /3, X, fx diventa 



q p 

Potremo supporre, come al § 19: 

q p 

m 

ma nel caso attuale non vi è differenza essenziale nella scelta del segno su- 
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periore o dell'inferiore (*). Supposto = 1, l'equazione per 6 diventa 

^-r — 5— . = senh e cosh 6, 

che è la (C) del § 13 da cui abbiamo visto dipendere le superficie di se- 
conda specie a curvatura /ìC=+ 1- Ed appunto possiamo ora identificare il 

sistema (fi) col sistema (48), (48*) del § 13 ponendo 

' '^ ' cosh 6 dii ^ senh 6 gt; ^ ^ 

a=: -» c= - • (95*) 

P ? 

Se applichiamo ora i risultati della prima parte del § 16, concernenti 
la ricerca delle soluzioni speciali del sistema (48), (48*), e poniamo 

a = - = senh' a, e = - = cosh* o-, 

ciò che dà un valore reale per a, essendo pj q positivi e = 1» ab- 
biamo il risultato finale : 

La determinazione dei sistemi ciclici giacenti nei punti tangenti delle 
superficie d'elemento lineare (25) dipende dalla composizione di due trasfor- 
mazioni reali ed opposte di Backlumd per le superficie di seconda specie^ colla 
curvatura il -= -(- 1, dello spazio di ds^ = dx* -{- dy^ — d z* e da successive 
quadrature. 

Viareggio, Settembre 1903. 



11 

(*) Se = ^ 1^ si scambii u con v nelP equazione per Ó e nel sistema (/T), 



indi si ponga 



' ' * senhO dv * coshO ^m 

1 1 

a ==« — , e = — 
q p 



e si avranno i risultati stessi del testo. 
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Sulla curva razionale normale 
dello spazio a quattro dimensioni. 



(Di Luigi Brusotti, a Pavia.) 



N, 



el presente lavoro mi propongo di applicare la teoria delle forme bi* 
narie allo studio della curva C razionale normale di uno spazio S4 lineare a 
quattro dimensioni. 

Interpretati i coefficienti di una forma binaria biquadratica f come coor- 
dinate projettive di un punto di S4, pongo dapprima in relazione le princi- 
pali varietà annesse a C colle forme invariantive di /" (§ 1) e, stabilita l'e- 
quazione di una quadrica generica di 5^, studio specialmente i coni quadrici 
formati coi piani trisecanti C (§ 2). Introdotti (§ 3) i combinanti di due 
forme biquadratiche, considero alcuni sistemi di rette annessi alla curva e 
specialmente quello 00' delle trisecanti la superficie doppia della varietà dei 
piani osculatori (che dico rette sizigetiche) ed il complesso lineare (f75)« = 
annesso ad ogni sestica binaria 17, estensione dell'analogo, annesso ad ogni 
biquadratica e relativo alla cubica gobba, studiato da Sttjbm. Il sistema <x>* 
delle rette sizigetiche appartenenfi al complesso (J75)«:i=0 dà luogo (§ 4) 
ad una varietà cubica con dieci punti doppi (di Seqre e di Càstelntjovo), la 
quale fornisce una notevole interpretazione geometrica di uno studio alge- 
brico dello Stephanos. Fra gli altri argomenti trattati noto l'interpretazione 
geometrica del sistema invariantivo di T (covariante sestico di f) (§ 5) e lo 
studio di un fascio di complessi quadratici annesso a C (§ 6). Chiudo infine 
il lavoro con un breve cenno sulle varietà di piani e di iperpiani (§ 7), 
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4f 1. La czzta C z ul rtascsFALi tashxa assisse. 

1. Data ia f<omia l^qoadratìea : 

ft<ìS; interffr^^p i ecHSrffikrvmd a,- ir— 0, 1, 2, 3, 4^ or come coordinate projet- 
ttr^ f/mfpgf^Mt^ di mi fmikto (a) nello spazio lineare S4 a quattro dimensioni, 
l/annotlami di on inrarìante di /*: 

7 = 

rappresenta nna /^ma lipersoperfieiei di 5«, di ordine ugnale al grado di 7. 
Indicando con ^ l'operazione di Asoshold: 

^7=0 

THpipftmtttB, la /orma polare v-esiroa del punto («), rispetto alla 7=0. L'an- 
nullami identico di un coTariante di f: 

rappre^rita la rarietà completa intei-sezione delle forme rappresentate dal- 
TatmullarMi dei «ingoli coefficienti di ^ (.t. x,). 
Nel 0e|pjito farò um delle notazioni : 

2. l/jinnullarsi identico dell'Hessiano : 

nippreHonta una curva razionale normale (del 4.*^ ordine) C di S4. È noto 
infatti che //sO e condizione necessaria e sufficiente perchè /"sia la quarta 
potenza (li una forma lineare $«?-== li ir, + S^Xj, onde per un punto di H^O 
Hnrìì : 

Ufi ', ai '. Ui i a^ i ai =^ il *. li §2 : li §• : §, ^9 : §s 
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La curva C viene così anche definita come completa intersezione delle 
quadriche del sistema lineare oo^ : 

essendo a^ una forma parametrica. I punti di C corrispondono biunivocamente 
ai valori del parametro |,:|t; nel seguito però posto: ||X, -f |, a;, ::= 0, as- 
sumo X, lar, come parametro di un punto (a;). di C (*). 

La condizione perchè 5 punti (a) (6) (e) [d) (e) siano in un iperpiano S^ 
è data da: 

(a b) {a e) (a d) (a e) (b e) {b d) (6 e) (c d) (e e) (d e) = 0. 

In particolare : 

Ua, ayasat=:0 

è l'equazione [{a) variabile] dell'iSa che sega C nei punti (x), (y), (e), (t). 
Così : 

«5 ay a, = 

alay = 

sono rispettivamente Tequazione dell'ha tangente a C in (x) e passante per 
(y) {z)y l'equazione delF^s bitangente in (x) (y), l'equazione dell'Ss osculatore 
in (x) e passante per (y), l'equazione infine dell'ha iperosculatore in (x). 
Inoltre l'annullarsi identico di a^, dy a^ at (rispetto a (<)) : 

rappresenta l'5, trisecante C in (x) (y) (ar); in particolare 

al Qy Qt ^0, alat^O 

rappresentano rispettivamente l'S, tangente a C in (x) e secante in (y), e 
l'5t osculatore in (x). Analogamente l'annullarsi identico (rispetto a {t)) di 
a^ ay a/ : 

Qx ay a] ^ 



(*) Per l'opportunità di (juesta scelta cfr. Pittarelli. La cubica gobba e le forme 
binarie quadratiche e cubiche. Giorn. di Mat. XVII (1879) § II. 
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rappresenta la corda (x) (y), ed in particolare 

ala', = 

la tangente in (x). 

La «^1=0, tenuto fisso (a), rappresenta su C quattro punti (rr), e, per 
quanto precede : 

I punti {x) di C radici di /, sono quelli di contatto dei quattro S3 iper- 
osculatori passanti per (a). 

3. Da note proprietà della forma biquadratica (*) si deduce: 

I) La quadrica 

i = 

è il luogo dei punti da cui si conducono quaterne equianarmoniche di S3 
iperosculatori a C (**). 

Per un'osservazione generale [V. 1.] l'iperpiano polare di (a) rispetto alla 
1=0 è di equazione 

(a ay ^ 0. 

Ne segue: L'iperpiano polare di (a), rispetto alla quadrica i=^Oj con- 
tiene i punti di contatto dei quattro Ss iperosculatori condotti a C da (a). 
In particolare : L'S^ polare di un punto di (7, è quello ivi iperosculatore alfa 
curva. Se ne deduce che la curva normale ed il sistema de'suoi Sz iperoscu- 
latori, come del resto è noto, sono duali in ^4; in seguito però si ommette 
di enunciare per ogni teorema il correlativo. Si noti intanto che: La qua- 
drica i = è inviluppo degli iperpiani secanti C in quaterne equianurmo- 
niche di punti. 

II) La forma cubica 

è il luogo dei punti da cui si conducono a C quaterne armoniche di S, iper- 
osculatori. 

Altro significato geometrico della ^' = si ha nel seguente modo : 



(•) V. Clbbsch, Tlieorie cler bindren algebraischeìi Fornwn. Leipzig, 1872. § 50. 
(•*) Por questo teorema e per qualcuno dei seguenti cfr. anclie Aschieri, Sulla au^a 
nonnaie di uno spazio a quattro dimensioni, Mem. Acc. Lincei, Serie 1.», Voi. IV, 
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Dalle tre equazioni di una corda (x) (y) di C: 

! a„ ay a?— -0 
< a'x ct'y a ì a't =0 
( a\ a"y a'ì = 

si eliminino (x) (y). Si avrà: 



alatala | 



ai , ai a, , al 
a';, a'i a,, a'g 
a 1, a , a t ) a 2 



= a\ a\ a\ a'I [a a) {a' a") {a" a)=0 



e collo scambio dei tre simboli (soppresso un fattor numerico): 

(a aj {a a'y (a" a)« =j = 

Dunque : La j = è la varietà delle corde di C. 
Da un'osservazione generale già applicata risulta che la quadrica polare 
di un punto (a) rispetto a ^' = è di equazione 

(aa'y{aiay{aay = 
brevemente : 

(« Hy = 0, 

il che fornisce il significato geometrico del sistema oo* di quadriche già sopra 
indicato [V. 2.]. Posto per brevità 

h = hi = {aa'yula% 

sarà: 

(A ay = 

l'equazione dell'iperpiano polare di (a) rispetto ay = 0. Ossia: 

LHperpiano polare di un punto (a) rispetto alla varietà delle corde coin- 
cide colViperpiano polare del relativo punto hessiano {h) rispetto alla qua- 
drica i = 0. Di qui si può dedurre una costruzione di (A) dato (a). 

III). Il luogo dei punti da cui si conducono a G quaterne di Sa iper- 
osculatori aventi hir apporto dato è la forma del 6.^ ordine : 

i^ — kj' = (1) 

essendo k il corrispondente invariante assoluto. Al fascio (1) appartengono 
le forme i = 0^ j =:0 già studiate, da contarsi rispettivamente tre volte e due 
volte. La base del fascio è dunque (contata sei volte) la superficie del sesto 
ordine i = 0, y = 0, che si incontrerà fra breve. 
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4. È nolo (*) che le condizioni perchè f abbia una radice doppia, op- 
pure una radice tripla, oppure due radici doppie sono date rispettivamente da : 

A) i' — 6j' = 

B) i = 0, j = 

C) r^ = (ident.). 

Tenuta presente V osservazione in fine del n.^ 2 e per mezzo di sem- 
plici considerazioni geometriche, si ha : 

I) Il luogo degli *S', osculatori a C è la forma del 6.^ ordine 

del fascio (1). 

II) Il luogo delle tangenti a C, varietà di regresso per la forma dei 
piani osculatorij è la superficie del 6.^ ordine 

base del fascio (1). 

Ili) Il luogo dei punti per cui passano due S2 osculatori a C (va- 
rietà doppia della forma degli S^ osculatori) è rappresentato da 

Tl^O. 

Un piano generico di S4 sega »' — 6^' = in una curva y del 6.** or- 
dine, razionale perchè riferita biunivocamente a C, e la varietà delle tan- 
genti in sei punti che sono cuspidi di y. La curva y possiede quindi inoltre 
4 punti doppi (della T^^O), ossia: 

La T^^Q è del quarto ordine. Essa può considerarsi come completa 
intersezione delle forme del 3.® ordine (I7r)* = 0, essendo Ul una forma 
parametrica. Sulla varietà T^ssO tornerò in seguito: per ora mi limito a 
dedurne un significato geometrico per il covariante T della biquadratica f. 

Posto al = FlF'lj dove FI è una binaria quadratica, sarà (a) un punto 
della Tl^O e posto : 

ai = yLFlF'l + v{yxy = yLai + v{yxy 
sarà (a) un punto della retta congiungente (a) col punto (y) di C. 



(*) Clkbsch, loc. cit., § 48. 
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Se ne deduce: 

dove al solito A^ = (a a')» al ùl'I , ed anche : 

Ti =-- fx' V [- (y :r)^ hy h^ + (y a:)' («' «) «^; «^ «'^ + (y a:) «^ «'^ «^ a'^] - 

dove si è tenuto conto della (ah) al hi ^0. È dunque 7^ = 0. Ossia: 

L'equazione Tl = rappresenta il cono di 3.^ ordine che dal punto (y) 
di C projetta la superficie T^^O. 

E tenendo fisso nella 7^ = 0, invece di (y), (a): 

Il cono (a due dimensioni) che da (a) projetta C contiene sei rette se- 
canti ulteriormente la r^s=0; esse si appoggiano a C nei punti-radice di T. 

Altri significati geometrici del covariante T saranno dati più innanzi 
[V. al n.^ 9.]. 



§ 2. Le quadrighe di S4. Coni quadrici formati coi piani trisecanti C. 

» 

5< L'equazione di una quadrica generica di ÌS4 è : 

ii + {aHy-\-{^ay(^a'y = o (i) 

essendo X un parametro, a^ ^l forme parametriche. Per le quadriche i = 0, 
(afl")* = si veda il n." 3. Al sistema 'cx)*^ (1) di tutte le quadriche appar- 
tiene quello (xfi delle quadriche contenenti G: 

li + {aHy = 0. 

Il sistema <x>^ delle quadriche passanti per otto punti di C è dato 
dalla (1), quando per ^l si ponga la forma che ha quei punti come punti- 
radice. La quadrica 

è la quadrica fondamentale della polarità: 

((|/ ay {^ hy = 
nella quale al punto (a) corrisponde VS^ determinato dai punti del gruppo 
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polare misto, dei quattro punti di contatto degli S3 iper osculatori condotti 
per (a), rispetto a t/^J. 

Si considerino ora in particolare le quadriche (coni) luogo di S2 trise- 
canti C. 

Si cerchi dapprima il luogo degli S, trisecanti C nelle terne dell'invo- 
luzione cubica : 

liul-{-vvl = 0. 

Le equazioni di un S2 corrente sono: 

li. (w ay tti + v{v af ai =:= 
fx (u a'Y a\ + > {V aj a\ = 0. 

Eliminando fx, y, si ha: 

1 (wa)*ai, iva)* a^ 1 

= !, ., ; ' , ,=\{aa')\(uaf{va)^-{var{ua'f\ = 

=- (o e')' (w ») I (tt ay (v a')» + 4" (« «) («^ «) (« «') («' «')!•• 

L'equazione si può scrivere sotto forma più espressiva introducendo ì 
combinanti elementari : 

^ = ^* = (Mt;)w2«2, J=(«t;)» 

e ricordando le identità: 

3 (^ Uy = (a a')* (w v) j (« a)' (i; o')' + 2 («a) (vo) (Ma') (va') ! 

Jt = 2 (e a')' (tt v) I (« o)* (» e')» — (m a) (» o) (« a!) (» a') (. 

Si ha così : 

Il luogo degli S2 trisecanti C nei gruppi deW involuzione ^ul -{- vvl = 

è il cono quadrico 

Ji-\-6{^Hy = 0. (2) 

Esso appartiene al fascio di quadriche determinato dalla t = 0, e dalla 
quadrica polare di (5) rispetto alla varietà delle corde. Inoltre : 

Il vertice del cono è il punto (a), posto 4 = jB^, — 6{^sy^iyi. 
Ed invero l'equazione dell'ha polare di (a) rispetto al cono (2) è [V. 1.]: 

J(« ay + 6 (5 ay (^ ay (« ay = 0, 
ossia, posto per brevità 
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sostituendo e riducendo : 

J' (5 ay - 3 6 (z 5)« (x ay {3 ay = 0, 

identicamente soddisfatta in forza delle relazioni (*) : 

6. Considero alcuni casi particolari, e suppongo dapprima che le ti, v 
abbiano una radice in comune. Posto allora: 

02 = (m n) m„ n-» , 
con un semplice calcolo simbolico, che ommetto, si ha : 

Segue : 

L'equazione del cono luogo degli S, projettanti dal punto (y) di C le 
coppie de W involuzione quadratica ^jiml -{- vnl è: 

t^l~6{H0yHl = O. (3) 

Il cono si può considerare anche come luogo degli Ss trigecanti C, pas- 
santi per (y) ed armonici rispetto alla coppia 6^ = 0. Se nella (3) teniamo 
fisso (a), essa fornisce i punti in cui i due piani trisecanti (7, passanti per (a) 
ed armonici rispetto alla coppia 0| = O, tagliano ulteriormente C. 

Si supponga ora che le ti, v abbiano in comune un fattore quadratico Fl^ 
e si ponga: 

ul = {yx)Fl, vl = {zx)Fl 

D = {FFy. 
Si ha con un breve calcolo : 



(*) V. Clebsch, loc. cit, § 40, form. (8), per la prima e Salmon-Fiedlkr, Vorlesun-' 
gen liOer die Algebra, u. s. w. (Leipzig 1877), 202, per la seconda. 
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Quindi : 

Uequazione del cono projettante C dalla corda congiungente i punti 
Fl = è 

Di+3(F Hy {F' Hy = (*). (4) 

In essa possiamo porre in evidenza i fattori lineari di i'^ = (f rr) (^ a:), 
scrivendola sotto la forma: 

{ttyi — QH]m=^0 (5) 

dove si è tenuto conto che D = — - (^ ^ )*• La (5), tenuto fisso (a) dà Te- 

quazione della corrispondenza simmetrica relativa all'involuzione cubica se- 
gnata dai piani trisecanti passanti per (a). Dalla (4) o dalla (5), si deduce 
in particolare: 

Uequazione del cono projettante C dalla tangente in x è: 

Se della corrispondenza data dalla (5) si considerano gli elementi doppt 
e di diramazione, si ha il teorema: 

Per un punto (a) passano quattro piani, trisecanti-tangenti a C. 
I punti di contatto sono dati da : 

e le ulteriori intersezioni da 

2jat-3iHt=^0. 

Per un punto della quadrica i = queste ulteriori intersezioni coinci- 
dono coi punti di contatto degli Sa iperosculatori condotti per esso, e quindi 
anche coi punti in cui VS3 in esso tangente alla quadrica taglia C 

Data ora la cubica t^^ ed introdotte le notazioni : 

Al—iuu'yuaiUig 
^ Ql = {uà)ulti^ 
R =(AA)* 



si consideri Tinvoluìsione 



l^ul + yQl=:0', 



(*) Si noti che il primo membro di (4) coincide, a meno del fattor numerico 3, col 
discriminante D^ di ^'J •=- (-^«)*«i, come risulta dalla (3) del § 00 di Clebsch, loc. cit. 
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per note forraole (*) si ha : 



^*=:-;-A2.A!, J=R 



e quindi : 

Il luogo degli St trisecanti C nei gruppi deW involuzione fxu^f ^ Qì ^ 
il cono di equazione 

R i — 3 (A Hy (A' Hy = 0. (6) 

Il suo vertice è il punto (a), posto: 

4 = A? A'2 [V. 5.] 

ossia è [V. 2. 4.] il punto comune ai due piani osculatori nei punti A; ===- 0. 
La (6), postovi per A^ la forma generica Fly diviene: 

Di — i{Fny{F'H)' = (7) 

• 

e, confrontata colla (4), dà luogo al seguente teorema : 

Se (a) è il punto comune ai piani osculatori negli estremi di uìia corda 
di C, la quadrica i := 0, la quadrica polare di (a) rispetto alla varietà delle 
cordcj il cono degli S, trisecanti passanti per (a) ed il cono che projetta C 
dalla corda considerata sono in un fascio e vi formano nelV ordine scritto 
un gruppo armonico. 

7. Ritorno all' involuzione cubica generale : 

lLul-\-vvl = Q 

e insieme a questa considero l'altra (**) 

che ammette lo stesso jacobiano 5^ . È noto che si ha : 

J* = (w* V*)' = — J 

come del resto risulta dalla relazione citata in fine di 5. Il cono degli S^ 



(*) Clebsch, loc. cit., g 35, Form. (2) (A). 

(**) V. Caporali, Sul sistema di due forme binarie cubiche (Mem. di Geometria, Na- 
poli 1888, Pag, 210); Stephanos, Sur les faisceaux de formes binaires ayant une mcme 
jacobienne (M6m. pres. à TAcad. des Sciences, etc, XXVII) Pag. 43; Bekzolari, Sulla 
teoria dell* involuzione ecc. (Rend. R. Acc. dello Scienze, Napoli, 1891) e SulV involuzione 
cubica (ibidem). 
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trisecanti C nei gruppi di questa seconda involuzione è dunque di equazione: 

Ji — &{BHy = (8) 

ed il suo vertice è il punto (i3) posto: fli = t7^i? + 6 xi:. I vertici (a) e (jS) 
dei coni (2) ed (8) appartengono alla retta congiungente (3-) col suo punto 
hessiano (x), i cui punti (xS^ + Xx) corrispondono alle forme dell'involuzione 
sizigetica, o, come dirò brevemente, appartengono alla retta sizigetica (5) (x)- 
Si ha così che : 

La quadrica i = 0, la quadrica polare di un punto (3) rispetto alla 
varietà delle corde^ i due coni luogo dei piani trisecanti C nei gruppi delle 
due involuzioni cubiche che hanno per jacohiano 5i., appartengono ad un fa- 
scio e nell'ordine scritto vi formano un gruppo armonico. I vertici dei due 
coni giacciono sulla retta sizigetica condotta per {^) e dividono armonicamente 

i punti (3) (x) (*). 

Se il punto (3) appartiene alla quadrica i = 0, la quadrici polare, ri- 
spetto a^' = 0, e i due coni coincidono nell'unica quadrica (3fl')* = 0; ed 
invero, essendo (^ 3-')* = 0, è pure J= 0. Inoltre il vertice del cono (5 Hy = 
è (x), altro punto della i — 0, come risulta dalla : 

Se il punto (3') descrive la retta sizigetica, i vertici dei coni (2), (8) 
descrivono un'involuzione quadratica, i cui punti doppi sono quelli in cui la 
retta incontra la quadrica i = 0. Onde : I vertici dei coni (2) (8) dividono 
armonicamente i punti in cui la congiungente incontra la quadrica t=^0. 
Per ciò che segue è bene inoltre osservare che le forme a^ /3i corrispondenti 
ai vertici (a) (S) hanno entrambe per hessiano 5J., come si deduce da una 

formola nota (***), tenuto conto della già citata : (5 3')^ = — J»- 

È noto che ogni involuzione cubica si può considerare come involuzione 
delle prime polari di una biquadratica i3i . Posto quindi : 

u% = 6,Pl, v% = S,fil 
sarà : J= /3. /3', (/3 fij = | (^ ^y = ^ e 

^i - ^. /3'. (/3 5) /3i ^l = l- (/3 /3T fi% ^l = i *i- 

(*) Il teorema in fine del N.'* è un caso particolare di questo. 
(**) Clebscii, loc. cit., § -11, Pag. 138. 
(***) Clebsch, loc. cit., § 41, Form. (5). 
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Da quanto precede si deduce : 

Il luogo degli St trisecanti C nei gruppi polari di tina biquadratica Q^ è 

il cono quadrico 

ii+6{liH)* = (9) 

di vertice (a), essendo a*p la biquadratica chcy con jSi. , ha per hessiano /li . 

Il cono di vertice (/3), luogo degli 5^ trisecanti C nelle terne apolari 
a /3J,(*), per il teorema sopra enunciato, dovrà essere conjugato armonico 
di (9), rispetto ad t = 0, (hHy = 0^ nel fascio determinato da queste qua- 
driche ; quindi : 

Il luogo degli S^ trisecanti C e passanti per (jS) è il cono quadrico 

ii — 6{hHy = 0. (10) 

Così, nell'equazione del cono degli Si trisecanti, sono poste in evidenza 
le coordinate del vertice (**). 



§ 3 Combinanti di una retta. 
La superficie rj.^0 e le sue trisecanti (rette sizigetiche). 

I complessi lineari ([7^)«««0. 

8. Date due biquadratiche 

ai = ao a:} -f 4 ai a:? ar^ + 6 a, j! rrl + 4 a^ Xi xl ^ atxi j 
èj. » 'Ìq x\ + 4 ò, a:? ^2 + 6 62 ar? Xm + 4 63 Xi ar? + ^4 oci ) 
le coordinate puntuali della retta (a) ib) sono i minori della matrice : 

a©) ai, 02) a3, a^ 
^0, fci, bi, 63, bi 



(1) 



(2) 



{*) Se un S2 trisocante C nei punti-radice di ni passa per (p) dev' essere 
(8 u)^ Px ■■ onde vi è ajìolave alla 6*. 

(**) Si noti l'analogia fra la trattazione presente e quella relativa alla cubica gobba 
nel § IV della Nota: Intorno alla rappresentazione delle forme binarie cubiche e biqua- 
dratiche sidla cubica gobba del prof. Berzolaki. (Rend. Gire. Mat. di Palermo, Tomo V, 
1890.) Ofr. pure le Note già citate : Sulla teoria dell* involuzione ecc. e SulV involuzione 
cubica. 
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^ "f f. ^^ '•/ 7- ==•-• (3) 

* : \ zT'X\ - T¥ =A:1=0. (4) 

•. r. i%<?i/ '-r^zr'jsinta il complesso lineare 
: . lì \L-:o:'i:'f sarà: 

- , , r .* A:- = (5) 

^^ . u^:n:c Jt r in x) e secante ulterior- 

^^-: (6) 

<< ^ , lari- :2<'vi*.i:ore in <x). La (5), tenuta fìssa 

< V e i'.i-.i L - .teterniinata dai piani trisocanti- 

. - ^ ^^ . . i ì -::;i. X:!.u ò si tenga fisso Sr : 

1,; . , ■ ; '/ ' './'i; :^':tt:.itori **)\ i punti di contatto 

s- /, '/ ; ; ' : .-'. .'' r . i :>.V-V-*M s: Ilio enunciare anche sotto la forma: 

/v> r,rn,, y.'t^,, r • >.5 >: S. .<:ii^j.::*:: i Ipriti ili contatto sono i putiti- 

rruìu ( fi i '/' . 

('; h ,. |.,iM. ,.. • 'ij . .'•- t"-.'i*o:.i i <: ;■ i .\\w\v^ dedurre da -1. I). 
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Se (x) è uno dei punti di contatto di un S3 passante per la retta e bi- 
tangente a C, la (5) deve ammettere (z) come radice doppia. Onde : 

Per una retta passano quattro S3 bilangenti C, ed i punti di contatto 
sono radici della : 

(5y)*5tn-|-5U'. = 0. (7) 

La (7), tenuto fisso (x), rappresenta un complesso quadratico di cui è 
ovvio il significato geometrico. 

9. L'annullarsi identico del secondo combinante elementare : 

rappresenta il sistema 00* di rette, comune agli 00' complessi lineari (^ A)' = 0, 
essendo F^^ una forma parametrica. D'altra parte per una ì'etta sizigetica (*) 
(a) (fi) si ha da una nota formola(**): 

A^^ = (a HY a„ H^ = 

e, poiché una forma biquadratica appartiene ad una ed in generale ad una 
sola involuzione sizigetica, le rette sizigetiche sono oo^ Segue : 

Il sistema A^^O è il sistema delle rette sizigetiche. 

Nella polarità determinata dal complesso (FA)' = 0, al punto (h) cor- 
risponde riperpiano delle rette del complesso passanti per esso: 

(abY{Fa){Fh)^0. (8) 

Per fci = i^'lF 1, la (8) diventa: 

(F a)'{F" a)(Fa)(FF")^Q 

identicamente soddisfatta. Segue: 

Il centro del complesso (FA)* ^0 è il punto comune ai piani oscula-- 
tori a C nei due punti radici di F^. 

Quindi (V. 4. Ili)) : 

Il luogo dei centri dei complessi lineari contenenti il sistema delle rette 
sizigetiche è la superficie del 4,^ ordine TI == 0. 



{*) V. N.<» 7. 
(**) Clebsch, loc. cit., § 10, Form. f5). 

Annali di Matemntieay Serio IH, tomo IX. 42 
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Inoltre, se si ricorda che all'involuzione sizigetica appartengono i qua- 
drati dei fattori quadratici flj ^^, zi di Tii*), risulta: 

Le rette sizigetiche costituiscono il sistema delle trisecanti la superficie 
Ti = (**). I tre punti di secamento sono le intersezioni delle coppie di piani 
osculatori a C nei punti-radice dei tre fattori quadratici di Ti. 

Date due forme quadratiche w^,, n% si ponga, come altrove, 

0^ ss ( ffi II ) nijt Ux ' 

All'involuzione quadratica : 

a mi -y 11^ = (9) 

corrisponde il fascio di complessi lineari : 

fxiw A)« + v(« A)' = (10) 

m\ il luogo dei centri è la conica dei punti (a) pei quali : 

w.i = u* wii mi -f- 2 a y mi ni + y* ni n% ( 1 1 ) 

MHMitn) il Hintoma cv* di rette base del fascio è caratterizzato dalla 

Ai=-p6i, (12; 

nnwondo /' un fattoro di proporzionalità od anche dalla : 

l'oiohf» uirinvoUuiouo il>) appartengono i quadrati dei fattori lineari 
(yx) izx) ilol juoobiuno ^Cy «1 fascio (10) appartengono i due complessi 

AJ « 0, Al = 

ed ulhi conica (II) i punti (//ì [z) radici del jacobiano. Inoltre la nota re- 
lazione (•*•): 

l 



&i ^ =^ 



j ( ^1 n )* mi m * - 2 un nf ini ^»1 + (w m')* ni n'i } (13) 



dimostra che al piano dolla (Muiica (11) appartiene il punto d'intersezione dei 
piani osculatori a C noi punti-radice di Oi . Da quanto precede si deduce : 



(*) Clkbsch, loc, eit., S ^^ Korm. (1). 
(**) Il clie si può anciho dedurrò dal tooroma precedente, per mezzo delle conside- 
ra/.ioiii ;<'!()inotricho svolto in: Oxr^VKLsvoxo^ I\irerche (fi geometna dcUa retta nello spazio 
ti i/nfUlru (litncnsioni (Atti li. lat." V'imi.", 'l'omo II, Serie 7"), N.° 7. 
(♦**) Oi.Kifsoii, loc. cit., S •"^»7» Korni. (I). 
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La T 1.^=^0 contiene oo' coniche ed è quindi proiezione della nota sU" 
perfide di Veronese (*). Una retta generica ed il sistema oo' delle rette 
sizigetiche determinano un sistema oo^, base di un fascio di complessi, e la 
conica luogo dei centri sega C nei punti-radice (v. Form. (12)) del cambi- 
nante Ai relativo alla retta data (come a tutte le altre del sistema oo*). 

Si noti che se la retta data ha per combinante Ai il quadrato di una 
forma lineare (y a:), la conica dei centri tocca in (y) la C. Ne segue : 

Ogni retta appartiene a due complessi lineari contenenti il sistema delle 
rette sizigetiche ed aventi il centro su C ; le rette per le quali i due com- 
plessi coincidono formano un complesso quadratico (A A')' = 0. 

Se si tiene presente che il punto d'incontro dei piani osculatori a C nei 
punti-radice di 6^ è un punto generico di T%^iQ e che le rette condotte 
per esso nel piano della conica (11) sono trisecanti la superficie, risulta: 

Per un punto P della TJ, iz passa un fascio di rette sizigetiche, prò- 
jettante da P la corda congiungente i punti di contatto dei piani osculatori 
condotti a C da P. 

Una retta sizigetica (come ogni altra retta) incontra tre corde di C, 
perchè J = è una forma di 3." ordine; ma poiché essa incontra Ti=:0 
nei punti d'intersezione delle coppie di S, osculatori corrispondenti ai fattori 
quadratici di Ti, dal teorema precedente si deduce: 

I fattori quadratici del covariante T% rappresentano su C le tre coppie 
di punti d^appoggio delle tre corde secanti la retta sizigetica (a) (H) (**). 

Si ricordi (***) che dei tre fattori quadratici 

uno qualunque è jacobiano degli altri due. Indicando (in corrispondenza ai 
tre fattori) con : 

i tre punti in cui la retta sizigetica incontra la Ti = 0, e presa come forma 
$1, ad es. yi, per ciò che precede, la corrispondente conica della superficie 



,8 



(*) Veronese, La superficie onialoide normale ecc. (Meni Acc. Lincei, Serie III, 
Voi. 19, Pag. 3'M). Anche questa proposizione si può dedurre geometricamente da quelle 
già enunciate, secondo Gastelnuovo, (loc. cit.). 

(**) Più innanzi (V. 15) si troveranno anche i punti in cui le corde segano la retta 
sizigetica. 

(***) Clebsch, loc. cit., § 45, Form. (1). 
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dorrà passare per i punti P^j P^^ e per i punti-radice di if| su C. Inoltre 
le rette del piano della conica sono bisecanti della superficie. Segue : 

Le bisecanti della supeì^ficie T%'^0 che si appoggiano ad una retta si- 
zigetica si distribuiscono nei tre piani determinati da questa colle tre corde 
di C che la segano. Ciascun piano taglia la superficie in una conica che 
jfQSsa per gli estremi della corda corrispondente e per i punti d'incontro 
delle coppie di piani osculatori negli estremi delle altre due corde (*). 

Si prenda ora il punto P della T%^0 su C, il che equivale a sup- 
porre, che 0* sia il quadrato di una forma lineare (y x). La conica corrispon- 
dente passa allora per P, ed è evidentemente quella segnata sul piano ivi 
osculatore dagli altri piani osculatori a C Le rette condotte per P nel piano 
osculatore sono dunque sizigetiche ed hanno riunite in P due intersezioni 
colla superficie. Segue : 

Le rette sizigetiche che si appoggiano a C si distribuiscono nei fasci 
posti nei piani osculatori^ che sono anche piani tangenti nei singoli punti 
di C a ri-0(**). 

10. Data una retta, è determinata [V. 8.] la sestica à% i cui punti- 
radice sono quelli di contatto dei piani osculatori secanti la retta. 

Data invece la sestica, ai sei piani osculatori nei punti-radice si appog- 
giano, corno lì ben noto, cinque rotte; algebricamente: esistono 5 involuzioni 
biquadratiche aventi per jacobiano la sestica ^%. La ricerca dei combinanti Ai 
relativi allo cinque involuzioni (nella presente interpretazione alle cinque rette) 
è oggetto della II parto del lavoro già citato di Stephanos (***). 



e*) Di qui scendo ancho il sijj;iiilicato geometrico del covariante T^ dato al N.^ 4. HI). 
(***) La C hì trova duii(|iio rispetto a T^ m o nelle condizioni della curva C* consi- 
derata dal Sig. Skuiiic al N.** 13 della Memoria Sulle vanetà cubiche dello spazio a quat^ 
Irò (litnonsioìù (Mom. K. Acc. dello Scienze di Torino, 1888) e della y* introdotta dal 
Sig. ('iVSTiCLNUovo (loo. cìt) ìli liuo del N."* 7 (Pag. 18). Si noti che projettando da un 
punto di N4 su un N3 la curva C la suporllcio T^ m 0, per quanto si è visto, si ottiene 
una quartina ra/àonalc o la superiloie di Stkinkr di cui essa è assintotica. Il punto triplo 
e le rótte dopine della superilcie di Stkinku sono projettati dalla retta sizigetica che 
passa per il eentro di proje/.ione e dai corrispondenti piani di bisecanti la T* m o. Se il 
centro di proje/.ione ò preso sulla 7'j' h 0, invece della superfìcie di Steiner, si ha una 
supenioie del ;^' ordine con retta doppia. 
(**^) Loo. l'it., l*ag. r»7 e seguenti. 
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Se la sestica 5% relativa ad una retta (a) (b) è asolare ad una data se- 
stica I7i, 81 ha (I75)«==0. Segue: 

Le rette che si appoggiano a sestuple di piani osculatori a C in sesti- 
che apolari ad una data U* formano un complesso lineare {U ^Y = {*). 

Si noti che per una corda iy) [z) è 5J = (y x)^ (sra:)^, ed in particolare 
per la tangente in iy) è B%= (y xy. Si deduce : 

Al complesso ( 175)* «=» appartengono le corde congiungenti ogni punto (y) 
col suo terzo gruppo polare Ul J7i = 0, rispetto alla 17J,. In particolare ap- 
partengono al complesso le tangenti nei punti-radice della U^. 

Nella polarità del complesso al punto [b) corrisponde l'iperpiano: 

(ab)(Uaf(Ubf = 0. (14) 

Posto : 

Ii = {UU')*U%Ul 

(dove Ul:=U'%)y si faccia (fe) = (J) in (14); si ottiene: 

che è un'identità, perchè (U I)' Ulh-O {**). Segue: 

Il punto (7) è il centro del complesso iU^y = 0. 

L'annullarsi identico di 7J. è condizione necessaria e sufficiente perchè U% 
sia il covariante sestico di una biquadratica aj. (***), ossia perchè, posto come 
altrove Ai = (a a")* a J. «'^, sia : 

Segue: Fra i complessi (I7^)* = 0, i complessi (0)^ = 0, ed essi solij 
sono speciali. 

In questo caso la (14) diventa: 

{ab)(ta)'(tby = 

e richiamando una formola nota (****): 

(a ay ih by — (h ay (« by = 0. 



{*) Estensione dei complessi lineari relativi alla cubica gobba studiati da Sturm, 
Darstellung hindrer Formen auf der cuhischen Raumcurvc (Crelle's Journal Bd. 86) N.® 23, 
(*•*) V. Clebsgh, loc. cit., § 76, Pag. 281. 
{***) Glebscii, loc. cit., § 110. 
(****) Glebsch, loc. cit., § 42, Form. (4). 
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e, con opportuna combinazione lineare : 

Onde: 

Se due rette hanno lo stesso combinante A}., l'S^ n cui appartengono^ 
sega C nei punti-radice della biquadratica 

ai = — -^ (e 6 )* e; fi i 

indicando con ti la differenza fra i due combinanti sestici. 

Si noti (vedi n.^ prec.) che (a) è il centro del complesso (e3)* = 0. 

Si supponga ora invece che le due rette abbiano lo stesso combinante S*. 
Ancora dalle (2) (3) si ha: 

ai = (5 ^y 5^ ^1 - j (5 A)« ^1 - 4 (^ A)' 3i ~ ^5 Ai Ai 

= O ^y 5i 5 ; - I (5 A)' 5i - ~ A^ A'i 

^ (^ B'y 5i 5'i - I (^ :\ )' 31 - I Ai Al 
e, con opportuna combinazione lineare : 

onde segue : 

Se due rette si appoggiano ad una stessa sestupla di piani osculatori^ 
l'S^ a cui appartengono è bitangente a C ed i punti di contatto sono radici 

della quadratica A\ — Ai, essendo A^, Ai i due combinanti quadratici. 

Ricordando che le rette secanti una sestupla di piani osculatori sono 
cinque e che per una retta passano quattro Sz bitangenti, segue : 

I quattro iperpiani bitangenti passanti per una retta sono quelli che da 

essa projettano le altre quattro secanti la stessa sestupla di piani osculatori. 

Indicando con : 

Al Ag A3 A4 Aj 

i combinanti Ai relativi alle cinque rette che ammettono lo stesso combi- 
nante 5 = 5^ e richiamando l'ultimo teorema del n.*^ 8., si ottiene la formola: 

(A 5)'--! A,^ = p(\. — A,)^A. — A3)(A, — A,)(A, — A,) (4) 



332 Br uso iti: Sulla curva razionale normale 



dove p è un fattore di proj^orzionalità. Insieme alla (4) sussistono le formole 
che 86 ne deducono colla permutazione degli indici (*). 

In generale la forma (5, 3-)» - ^ \^3r si scompone dunque in quattro 
fattori quadratici r,rt^s= 1, 2, 3, 4), essendo 

>?r. = ^(Ar— A,) (5) 

dove À è un fattore di proporzionalità (**K 

12. Il com[»los80 (U^Y-^O ed il sistema <x' delle rette sizigetiche 
\Ì . hanno in comune un sistema oo^r di rette, i cui punti costituiscono 
una forma nell'»^, . Risulta subito : 

La forma luogo delle rette comuni al complesso {U 3)^ = ed al sistema 
delle sizigetiche ^ del terzo ordine e di equazione ( V T)^ = 0. 

Il BÌatoma oc* di rette è base del sistema ce' di complessi : 

air7^i« + v(m V>«=0 (6) 

dove m\, ò una forma parametrica. I centri dei complessi (6) giacciono sulla 
( t; 7' )« ;^--. (•••). Kd invero se a) h eentro del complesso si ha identica- 
mente : 

IX \ U a »' U l (fjf - V I m a i mj» «^ = 
i)ndt5 anche : 

u{lai'[l}l)\aìl) ifima' im /fu a £r/ = 
0, per una formola jji^ citata t**'*u appunto: 



\ 



rri^-o. 



Siano (/rir ^ l, 2^ 3, 4, C>) le retto secanti la sestupla dei piani oscu- 
latori nei punti-radice di T^J; sia V, il combinante quadratico di Gr ed an- 
cora ij, , ^ A i \r V,^ l piani osculatori noi punti-radice di ijrs si segano in 
un punto della 7';;. 0, che dirò brevemente punto [>?rj. 

Se (Ji) (jà) t^ una dello rette (»r. ed ur Ih una delle rette del sistema 



(*) iiik (i) si tivvck imro in: SrKt'MVNos loo, cit.. l*aj^'. 97, con diverse notazioni. 
(**) Aiu'lio io toviìu' fir^ 5***'»^» intrv).U»nt' Uiilh» SrKiMi.vN.'S» (W. cit., Pag. 97). 
\***) (Viuo ri.HuUoivMv inolio :^'ooiuv'trK\iuiouiu vClr. ^' v-irKLM'ovo, loc cit., N. 10, 

^*«**) Olku.'ìcii. loo. oit., .^ UK Kopui. ^>). 
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ooT, si ha: 

(«/3)(«r)M^r)« = o 

ossia, per una formola citata: 

(a ay (^ ny — {& ay (a uy = o, 

relazione questa soddisfatta per ogni punto del piano: 

(a ay = (i3 ay = 

polare di (a) (/3) rispetto ad i = 0. Segue : 

Le rette del sistema F sono tutte^ e sole^ le rette sizigetiche secanti i 
cinque piani polari delle rette Gr rispetto alla i«0 (*). 

Applico alle A^, A, l'identità (3), ed ottengo: 

(C7, f/)^-l(f/, A,)«-±A«=0 

{U, f7)*-|(t/, A,)«-Aa5 = 0. 
Sottraendo e ricordando la (5) si ha : 



e ponendo : 



si ha : 



( U, nrsV + ~ (A, + A.) „,. = (7) 



Ur* «= (y X) (Z X) 



Uy U, U% + I- (A, + A.) (y X) (0 a:) = 



(8) 



onde sì deducono le : 

Le rette sizigetiche passanti per [>7rJ sono quelle che da esso projettano 
i punti della corda {y) {z) [V. 9.]; dico che appartengono al sistema r. In- 
fatti una generica di queste è la congiungente il punto [nrs] corrispondente 



1 



(*) I cinque piani sono quelli secanti le tangenti a C nei punti-radice di U^ = 0. 
(**) Per le (7), (8\ Cfr. Stepiianos, loc. cit., Pag. 109, 112. 
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alla biquadratica {yx)*(zx)*y col punto della corda corrispondente alla 
plyx)*-!- V {z x)\ ed ha quindi per combinante sestico: 

^x"i^(^y)\ti{yx)Uzx) — v{z zY (y x) \. 

Dalle (8) scende subito {U^)* = 0. Onde: 

Al sistema r appartengono % dieci fasci di raggi che dai dieci punti 
['Jr*] projettano le corde congiungenti % punti-radice delle corrispondenti 
forme nn . 

Ne segue (•) che i punti [17^,] sono doppi per la (UT)^^O. Inoltte, 
poiché per la retta Gr passano gli St bitangenti nei punti-radice delle 
yirs ritt >7rK >7rr (esscndo r stuv una qualunque permutazione di 12 3 4 5), si ha 
che i punti [nrt] \nrt\ {ririi\ [>7rr] giacciono nel piano [r], polare di Gr rispetto 
alla » = 0. Se nelle (5) per le rìuvrivt^tu si prende lo stesso fattore X, se ne 
deduce : 

^tuv "i" ^vt 4" ^tu = 

e ne scende [V 9.] che i punti {riu^ {rìvt\ [>?ru] sono sopra una stessa co^ 
nica della 7^ = 0. D* altra parte, come dimostra lo Stephanos (**),* il jaco- 
biano di due qualunque di queste tre forme è la nra , ossia : il piano 
[>?ur] [>?rj [>?tuj ^ il piano [r, s] del fascio di rette F di centro [)jr«]. 

Ne segue che ogni retta [ìfjrs] [>7ur] (s^intende per indici r suv distinti) 
è retta r (***). 

Riassumendo : 

La (0 Tf = contiene quindici piani [r], [r, s] e dieci punti doppi [ijrs]- 
In ogni piano giacciono quattro punti : 

brs], M, bruì [yjrv] tW [r] , 

[yjrs]] [yjuv]j [yjvt]y [mu] in [r, s]. 
Per ogni punto [>,rs] passano sei piani : 

M> W; h 5]; b^i ^l h ^h [<j «*]• 



(*) Castelnuovo, loc. cit., N.** 9, Pag. 26. 
(♦*) Loc. cit., Pag. 109. 

{"**) Applicando la polarità rispetto alla /^==0, il piano [r, 5] risulta come polare della 
l'atra coMiuno all' S^ delle G,- G^ ed agli S^ osculatori nei due punti di contatto dì questo 
*.">'i C. K poiché in tale piano sono [riu^] [r,pj Intuii la retta giace nei corrispondenti ^ 
'AvxHji'iiiì ossia è la comune S'jcanta delle Gt Gu Gv* 
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Ogni piano [r] è incontrato da tutte le rette r, ogni piano [r, s] ne con- 
tiene un fascio {di centro [>?rj)(*). 

L'osservazione del sig. Stephanos (loc. cit., Pag. 110) che, date le tre 
forme yirs yjn yjru ad arbitrio, sono determinate le rimanenti sette forme >?, ac- 
quista particolare evidenza nella presente interpretazione geometrica. Ed invero 
i tre ìperpiani bitangenti a C nei punti-radice rispettivamente di Yjrsj yirh >7ru 
hanno per comune intersezione la retta Grj data la quale sono determinate le 
rimanenti rette G e quindi le rimanenti forme yj, 

13. La quadrica polare e Tiperpiano polare di un punto (a) rispetto 
alla (UT)^=^0, sono dati [V. 1] rispettivamente dalle: 



{aH){Uay(UHf + (aa'y{aa){Uay{UaY{Ua)— ) 
— (a ay (a a) {Uà) {U ay (Ua'y = S 



(9) 



(a h) {U ay {U hy + (at^J {aLa){U ay {U a.y (U a)— ) 
— {aay{aa){Ua){Uay(U(x'y = 0. ) 

Ne seguono le proprietà sotto enunciate : 

1.**) La quadrica polare di wn punto (a) rispetto alla (U Ty =^0 sega 
la curiJa C negli otto pnnti^^adice del jacobiano {Uà) C/^ai. 
E per 4 = FI F'I : 

2.") La quadrica polare di un punto [F] della Ti = 0, sega C nei due 
punti radici di Fij e nei sei del jacobiano (UF) U%Fa,* 
In particolare : 

3.") La quadrica polare di un punto (y) di C ha in (y) un contatto 
tripunto con C e la sega ulteriormente nel primo gruppo polare Uy U% == 0, 
Per i punti (y) radici di f/^, e per essi solij la quadrica ha in (y) con^ 
tatto quadripunto. 
Inoltre : 



(*) Por la (UTf=^o sono cobi dimostrate le proprietà fondamentali della varietà 
cubica con 10 punti doppi studiata dai Sigg, Segre e Castelnuovo. V. per questo: Seore. 
Sulla varietà cubica coyi IO punti doppi ecc. (Atti Acc. delle Scienze di Torino, 1887). 
Sulle vanetà cubiche dello spazio a quattro dimensioni (Mem. Acc. delle Scienze di To- 
rino, 1888). Castelnuovo, Sulle congruenze del 3^ ordine dello spazio a quattro dimen- 
sioni (2* Mem. Atti Ist. Ven., 1888) e loc. cit., {Pag. 27). Cfr. pure; Dragoni, Sulla va- 
rietà cubica di S^ ecc. (Giorn. di Mat., Voi. XL, Pag. 255). 
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i."") Uiperpiano tangente ad {UT)^ = in un punto (y) di C oscula C 
in \y) e sega ulteriormente la curva nel polo Ul Uà, « di (y) rispetto ad f/J.. 
U iperpiano tangente ad { U Ty = in un punto (y) radice di Ui è quello 
ivi iperosculatore alla curva. 

E poi ovvia la proprietà che risulta per i punti^radice di una forma >7r« 
dalle relazioni ^8), 



§ 5. Le tre corde secanti una retta. Retta sizioetica e rette g. 

Interpretazione del sistema coupleto di T%. 



14. Ad una retta (a) (&) si appoggiano tre corde, perchè la varietà 
;*=^0 è di terzo ordine. Mi propongo di trovare la sestica i cui punti-radice 
sono quelli in cui le tre corde segano (/. Ricordo (Y. 8) che la 



^ì^^ì-j-^Ky ^y A^ic + {zxY Al + {xyy Alì'-O 



(1) 



è soddisfatta se {x) (y) (z) sono in un S^ colla (a) (&). La (1) è identica ri- 
spetto a {z)j quando {x) (y) sono gli estremi di una corda secante (a) (&) ed 
allora soltanto. La tal caso si ha dunque: 



^%^l^]-^\yì^ì + xl^l + {xyy^ì\=0 
^i -^y -^1 5, — ^ I — y . y. A^ — X, X, Al + {X yy a , a, ì = 

Eliminando (y) dalle (2) si ottiene: 



^11 ^It ^13 
Tifi ^2t TTtJ 
7131 TTaf 7:33 



= IU = 



dove sì è posto: 



n 



il 



^x^ì g ^ Al > 



,r,3 = 2 ^ì 5? ^, — y xl A. At + "5- X, Xt Al, 



(2) 



dello 8)pazio a quattro dimensioni. 337 



^i8 — ^x^\ ^t ^ Ai "r "g" ^1 ^t Al As? 

;:„ = 2 n 5'ì 5'| + ± A'i + I a:, ar, a'. a'. , 

7^23 = «^ O? •3' I -^ t + iQ ^i ^2 A 2 7q ^1 A I A « ) 

^ 0.^/2 Q."a Q.'/£ 1 A ''8 l_ ■*■ ,^ /- A /' A '' 

Tisi — ^ «^ 1^ 2 rA «T"-F*«*tA lA 5) 

TTjjj c= ^ ^ « «^ I -^ a — S" ^ ^ 1 A a "T "g" ^1 ^a A 2? 

- a''8 ci"4 1 ^ a"* 

La n^ è dunque la sestica cercata. Con un calcolo non breve, che om- 
metto, si può dare alla n^ una forma più opportuna e si ha : 

I punti in cui le tre corde secanti la retta (a) (h) si appoggiano a C 
sono i punti-radice della sestica : 

m = V (^' ^"y {^" ^Y (^ ^'Y ^l ^l ^'l- \ 

-^{B yy {B A) {y a) bi bi + ^{b By b% bi .aI- ) (3) 

Segue subito : 

La U% = 0, tenuto fisso (x) rappresenta il complesso di 3.^ grado delle 
rette secanti il cono cubico projettante C da (x). 

La nSr = 0, tenuti fissi (x) e (6) rappresenta il cono cubico projettante C 
dalla sua secante (x) (6). 

Se la retta data è la si^igetica (a) (H) si ha: 

B%=T%=T 

quindi : ^ = | (T T')' [T" TY {T T'y TI TI T 

e, posto: {TT'Y = A, 



'2 
X 
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per aoa forinola nota {/), anche: 

Questa forinola conferma un risultato già ottenuto per altra TÌa [Y. 9.]. 
Insieme alla retta sizigetica considero le altre quattro rette: 

9% 9t 9s 9* 

che si appoggiano alla stessa sestupla di piani osculatori. 
Introducendo le notazioni: 

K=K% = {TT'fTiT'% 

J>K = (A a')* 
si hanno per ogni retta g le segaenti relazioni : 

(TT')*T],T'l^(ì 

(T' T'Y ìT" TY (T T'Y ti ti Ti = 4- ^ T 
(TTYìTa){T'a)TIT'%^(K, ay 

(rA)»ri = -|AÌA'i ; '^> 

A 8 

Di queste le prime due sono già state usate, la terza si dimostra con un 
breve calcolo simbolico (**), la quarta, la quinta e la sesta si deducono da 



(♦) Stbphamos, loc. cit., Pag. 70. Maisano, La sestica binaria^ (Mem. Acc. Lincei, 
Serie IO, VoL 19) Pag. 19, Form. (23). 
(**) n Seguente: 

-(TT'Y(TAYT*T';^i 
{K A)« K*=:(T T'Y (TJÌ)(T'A)T;^T'^. 
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relazioni generali di Stephauos (*) tenuto conto della prima e ricordando 
che è Al =1=0. Segue che per una retta g è: 

2 n* - — ^, 4 n - ^ Al Al A"i (6) 

Dalla prima delle (5) risulta che il sistema delle rette g^ insieme a quello 
delle rette sizigetiche^ forma la completa intersezione dei complessi quadratici 
del sistema lineare oo* : 

15. L'equazione di quinto grado in a? che fornisce i cinque combi- 
nanti quadratici relativi alle involuzioni ammettenti uno stesso combinante se- 
stico ^[^*\ nel caso 5 = T, si semplifica come segue: 

Esclusa la radice A = 0, che corrisponde alla retta sizigetica, si ottiene 
l'equazione di 4.^ grado : 

57A' + 3?5^rA-|^^=0 (7) 

che fornisce i combinanti 

A* A» A3 A4 
relativi alle rette gig^g^gA^ Se ne deduce: 

5* 



2^3 



^^— A. A^AsA^j (8) 



caso particolare di una relazione già trovata [V. 11. Form. (4)]. 

La (8), tenuto conto delle considerazioni svolte ivi, conduce all'enunciato : 
VHessiano Kl. dslla sestica T% si spezza in quattro fattori quadratici 

che sono ad un tempo i combinanti a delle quattro rette g^ e le forme che 

forniscono i punti di contatto dei quattro S^ hitangenti C condotti per la retta 

sizigetica. 

Il sistema completo della sestica T si riduce, come è noto (***), all'inva- 



(*) Loc. cit, Parte 2*, n.^ 9. Form. (2), n.** 16, Form. (7), n.° 12, Form. (7). 
(**) Per questa V. Stephanos, loc. cit., Pag. OfJ, Forra. (12). 
(***) Cfr. Maisano, loc. cit, Gap. HI, § 1. 



-I. 












- ■ -A 
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// Jacobiano ri* di Ti e Kl si spezza nelle ire quaterne equianarmo- 
niche delV involuzione sizigetica; i suoi punti-radice sono quelli di contatto 
degli S9 iper osculatori condotti pei punti in cui la retta sizigetica incontra 
la varietà delle corde. 

Ne segue [V. 3. Ili)] : 

La forma di 24.^ ordine iC* + fi r* si spezza in sei quaterne delVinvo^^ 
luzione sizigetica aventi lo stesso birapporto (invariante assoluto — 3(i); 1 
suoi punti-radice sono quelli di contatto degli S9 iperosculatori condotti per 
i punti in cui la retta sizigetica incontra la varietà i^ — 3 fx^'* =« 0. 

Per a = 2 la varietà coincide con quella dei piani osculatori [V. 4. I)] 
onde la forma TT' + 2t* dovrà [V. 9], diCFerire dalla quarta potenza di T per 
un solo fattore; il che è confermato dalla formola di Clebsch (*): 

A chiarire maggiormente le considerazioni qui svolte, insieme allMnvo* 
luzione sizigetica ^ 

)c(/i + XHi==:0 (11) 

sì introduca (**) la cubica: 

ii(x, x)-x»-lixx«— ^-yx« 

e, indicando con Txx, txx, /a le forme Tj iyj relative alla (11), si ricordino 
le identità : 

Ìkì = ^ 3 Aii 

M « - 3 (?ii 

iìx - Gjìx - II* d' - Qj'). 

Le X, X si possono considerare come coordinate projettive omogenee di 
un punto della retta sizigetica e si ha : 

Su di una retta sizigetica i tre punti di intersezione colla varietà dei 
piani osculatorij i tre punti d'intersezione colla varietà delle corde^ i due 
punti d'intersezione colla quadrica 1 =« costituiscono rispettivamente una cm* 



(♦) Loc. cit, § 111, Form. (9). 
(**) Cfp. Clebsch, loc. cit., § 11, 
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j«. £ JBP ibmno Aii. L'involuzione di 

j : me "Mv aù izsafcàft ii ìdmo atrrispondere i punti 

: mm ii :-fcn : .«rrsraitfiBrr jiMOffi jjir :f9». ;^ b r^fto e la curva C 
'^9C7 4K 1 I UHI— Ili 1. — . Ih <«« dCimmslMsnome di 6.^ ordine 



r? .«me :i*f -i aurocznui <ulft rem àzigiedeA à consideri quella 
<f«mDU£ "^ iau-v:tuice J. «^ mnauHÌo lì sMio (mn ^t'^x'/je i tre fat- 

i'jr «iiJ^O (12) 

-^uuc u:^^ -errate. Risaie 1* iftì i -fct deil'op» cit. di Clebsch si 

v>i? vtt *^ •■• «^ -^ .x«u<ajpBw i raiucx ii il^^O. Ne segue che uno dei 
^^4,^^ . •.<t^?<ftiiBMi«fr . j^Muteito inmmico di (m) rispetto (m') {m") 

>tv V • ^ * ^*«w!p >^Uia A^cttA lì^ Ed ìnTtìfO « ricordando : 

. ,,!„, s .... v\,;.:»vno -Vi ^ ì> ò^ì §tò loc. cit dì Clebsch. Onde: 

>;*. ►^.^ar ,.*^>,.%» • ••"•i-tf i^jf^fwyjw di mna delle corde che la se-^ 

, . . ..?• ^;^<?v^ i*» vkihj Msauatori Mali estremi di tale corda 

„, .-..v-%.? 'w»** *" »*ff^c*»;iw delle altre due coppie di piani 



•*^ . v ^ *t. 
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E, per l'invertibilità delle forme Q, Qa{*\ si ha analogamente: 
Sulla retta sizigetica il punto d^appoggio di una delle corde ed il punto 
d'intersezione dei piani osculatori negli estreìni di essa dividono armonica- 
mente i punii d'appoggio delle altre due corde. 

Termino il presente numero con una seconda interpretazione geometrica 
del jacobiano t". Delle dieci quadratiche ri [V. 11, 12] annesse alla sestica TJ, 
quattro coincidono colle forme ^, (v — 1, 2, 3, 4) radici della (7); le rima- 
nenti sei sono date da 

>7rf = >^ (Ar — A.) (r, S = ly 2, 3, 4) 

dove X è un fattore di proporzionalità. Il prodotto di queste ultime differisce 
quindi solo per un fattore di proporzionalità dalla radice quadrata del discri- 
minante di (7), ossia da : 



^A'\k- + ^^T-\ 



e, per la (a), da t^'. Tenuto presente il significato delle >?, risulta: 

Le quattro rette g^ annesse alla retta sizigetica {a) (H) sono a due a due 
in sei Sz bitangenti ed i 12 punti di contatto sono le radici del Jaco- 



biano r 



i« 



16. Indico rispettivamente con 

II, n2n3n4 

le forme n^. relative alle rette gigzgsgi- Dalla (6) del n,** 14 si deduce: 

2* n. ^- n. n^ = (2.-3-. ^ ^ - ^ a?) • (gr^i ^ ^ - 5' a*) ' 

U» . 3' ^ ^~ P A») • (2T73Ì ^ ^ — 5^ AJ) 
ossia : 

2' n. II, n, n, = ^-^^ 3- a* t* - ^.i-^rj, a» t» (a? + aJ + aJ + aJ) + 

+ 2r-^«^*^.lA«AJ + A?AH-AÌAMAJAJ + AlA?+AlASJ 

- g, 3, ^, ^ ri aìaSaJ + Al Ai A? + Ai a?aS + a! Ai aS ) + 

+ gj Ai A« As A« 



(») Clbbsch, loc. cit., § 36, Pag. 123. 
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La (1) rappresenta un complesso quadratico. Altro notevole complesso 
quadratico è : 

(AAT = (2) 

del quale si è visto altrove [V. 9] il significato. I complessi (1) e {2) deter- 
minano il fascio 

f^ (^ ^r + y (A aO* = 0. (3) 

al quale ne appartengono altri strettamente legati alla curva C. 

Data una retta ne esistono altre quattro che si appoggiano alla stessa 
sestupla di piani osculatori. Interpretando geometricamente un teorema di 
Stepha»os(*), risulta: 

Le rette colle quali viene a coincidere una delle rimanenti quattro se- 
canti la stessa sestupla di piani osculatori costituiscono il complesso qua^ 
dratico. 

5 (5 BJ - 8 (A A')* = (4) 

del fascio (3). 

Si tenga ora presente la quinta delle (5) del n.^ 14, che sussiste per 
ogni retta g annessa ad una retta sizigetica, mentre non sussiste per le rette 
sizigetiche (salvo il caso della coincidenza con una retta g). 

Tenuto conto allora dell'osservazione con cui si chiude lo stesso n.^ 14 
si ha : 

Le rette g formano la completa intersezione del sistema di complessi 
quadratici O-5'y (a3)*Ca5')* = col complesso 

25 (5 ^7 -8 (A A? = (5) 

del fascio (3). 

Si consideri ora una retta (a) (b) posta in un piano {y) {z) {t) trise- 

cante C. Sarà allora: 

ai, = x {yxy + iL{zxy-\-y {txy 

fti = X' (y <x^y + f^' (^ ^y + y (t xy 

onde, posto : 

si deduce : 

^i'^a{zt){zxy{txy + ^ity){txy{yxy + y{yz){yxy{zxy 
AÌ = a{zty{zx){tx) +^{tyy{tx)(ifx) +y{yzy{yx)izx) 



(*) Loc. cit., Pag. 83. 
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ed anche : 

(5 B'f = _ 1 1 a' (e t,* + /5* {t y)* +7' {yzy-2l3y [y z,* {y ty - 

-2ya{zty{zyy-2afi{tyyitzy\ 

j } (6) 

ÌAAy==--^\*'(^iy + ^'ity)' + 7'iy'>y-2^y{yzy{yty- 

— 2ya{ziyizy\* — 2afi(tyy(tz)*\. j 

Segue : 

10 (5 5')* -(A A? = 0, 
ossia : 

Le rette poste in piani trisecanti C formano il complesso quadratico 

iOOBy-(AA'r = (7) 

del fascio (3). 

L'equazione di questo complesso si poteva anche dedurre dall'equazione (10) 
di 7., introducendovi i combinanti 2r^ a- 

Insieme alla retta (a) (b) del piano trisecante (y) {z) {t) si introduca la 
quintica : 

'i'% = ^^ (y ^)' + ^ (^ X)» + ^^ (< xf. 

Si ba: 

da cui, tenuto conto di una formola di Clebsch (loc. cit, § 74, Form. (1)) 
si deduce anche: 

a p Y 

i> (z ty (t yY {y zY 



apv 



1 (« 0' {y ^y + (< y)' (« «)' + (y ^)' (« x)^ i 



-= ^p'"-; '-^ (y x) {z x) {t X). 

Concludendo : 

Ogni retta del complesso (7) ha per combinante sestico VHessiano di una 
quintica, ha per combinante quadratico la quarta spinta di questa e giace nel 
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piano trisecante C nei punti-radice del covariante cubico jqs della quintica 
stessa. 

Questo teorema pone quindi lo 'studio della presente questione geome- 
trica in relazione colle considerazioni di Stephanos (*) sulle involuzioni bi- 
quadratiche aventi per combinante sestico THessiano di una quintica e colla 
riduzione di una quintica binaria a somma dì tre quinte potenze effettuata da 
Salmon e Clebsch (**). Si noti [V. 4. Ili ] che il piano (y) {z) (t) sega la 
varietà dei piani osculatori in una curva razionale del sesto ordine y posta 
in corrispondenza biunivoca con C, dotata nei punti (y) (z) {l) di tre punti 
tripli (ad un sol ramo) e, fuori di questi, di un punto doppio. Assunto nel 
piano come triangolo fondamentale (y) (z) (<), si possono considerare le X^v 
come coordinate di un punto di esso. La curva 7 è allora rappresentata da: 

l:y,:y = {zt){zx)''(tx)^: (t y) (t xf {y x)* : (y z) (y xf {z xf (8) 

ed è notevole che le rette del piano la segano negli Hessiani delle quintiche 
apolari (***) alla cubica dei tre punti (y) (z) (t). 

Le singolarità della curva corrispondono ai punti d'intersezione del piano 
colla varietà delle tangenti (i = 0, ^ = 0) e colla Ti = 0. Se si osserva che 
la varietà ^ == delle corde ha in comune col piano solo i lati del triangolo 
fondamentale e che la quadrica i = lo sega secondo la conica 

{ztYiiv -{'{ty)*yl + (yzyifi = OK (9) 

le cui intersezioni con 7 sono tutte riunite nei punti (y) {z) (/), risulta che le 
singolarità di 7 provenienti dalla varietà delle tangenti sono raccolte nei 
punti (y){z)(t). La T%^0 sega il piano in questi punti ed ulteriormente 
nel punto doppio per 7. Se ora si tiene presente un teorema precedente 
[V. 6.] risulta: I punti-radice dell' Hessiano ò^l della cubica {yx){zx){tx) 
sulla curva 7, cadono nel punto doppio. Il sistema degli Ss iperosculatori a C 
è segato dal piano nel sistema delle tangenti a 7. Segue : La curva 7 è della 
quarta elesse. Il hiogo dei 'punti da cui partono quaterne armoniche di tan-- 
genti e V insieme delle tre congiungenti i punti tripli. Il luogo dei punti da 
cui partono quaterne equianarmoniche di tangenti è la conica (9). Ed è evi- 



(*) Loc. cit., Pag. 81, 
(**) Cfr. Clebscii, loc. cit., § 95. Ivi è pure citato il Salmon. 
(***) Una quintica V è infatti apolare ad una cubica, coincidente col covariante Ji/^ 
(Cfr. Clebsch, loc. cit., § 76, Pag. 281 e § 95, Pag. 381). 
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dente che le quaterne di punti di contatto sono quelle apolari alla cubica 

Ad altro complesso del fascio (3) si perviene nel noodo seguente. 

Data una retta (a) {b)y un punto generico di essa corrisponde alla bi- 
quadratica X ai + ^' ^i; ed i punti (x, X) in cui la retta sega la quadrica 
t «3 sono forniti dall'equazione : 

(a a)' /.* + 2{ab)*x'k + (b b'Y X« = 
la quale ha per discriminante : 

D^(a a'Y (b hy — (a by (b a')*. 
Ma dallo sviluppo : 



si deduce : 



«i 6i - < 6i = 4 (x y) à% 5% + - {X yy ^a^ Ay 



lz) = (5yr+|(AA?. 



Interpretando geometricamente si ha: 

Le rette tangenti la quadrica f ■= formano un complesso quadratico 

5(35')« + 2(aa7 = (10) 

del fascio (3). 

Il significato delle equazioni (7) (10) permette di caratterizzare molto 
semplicemente il sistema base del fascio (3) di complessi quadratici. Precisa- 
mente : 

n sistema base del fascio (3) è costituito dalle tangenti adi = che 
giacciono in piani irisecanti C. 

In ogni piano trisecante tali rette inviluppano la conica (9). 

Per ogni punto dello spazio passano infinite rette del sistema, genera- 
trici del cono ellittico di 4." ordine (a due dimensioni) comune al cono degli 
St trisecanti e a quello inviluppante i=^0(^). 



{*) Se da un punto di Sj^ si projetta C su di un ipérpiano 2, si ottiene una ourva 
razionale del 4® ordine C di 2. Le rette di un complesso (3) passanti per formano un 
cono quadrico segato da ^ in una quadrica, la quale, al variare del complesso nel fascio, 
descrive un notevole fascio di quadriche annesso a C^ determinato dalla quadrica con- 
tenente C* (sezione del cono di <S^ trisecanti C) e dalla quadrica inviluppata dai piani 
secanti C in quaterne equianarmoniche (sezione del cono circoscritto ad / == 6). Per tale 
fascio di quadriche Cfr. Berzolaui, Sui combinanti di forme binane annessi alle curve 
gobbe ragionali del qitart'ordine (Annali di Matem., Serie II, Tomo XX), § 4. 

Annali di MalemaUca, Serie III, tomo IX. 45 
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§ 7. Cenno sulle varietà di punì e di ipebpiani annesse a C. 



19. Nel presente paragrafo svolgo qualche breve considerazione sulle 
varietà di 'piani e di iperpiani annesse alla curva C. 
Date le tre biquadratiche : 



ai '=' «0 ^1 + ^ tti T] Xt -{- G tti x] xl -\- 4 tts a-, xl + «4 xi 
fei = feo ^1 + 4 6. ar? ^2 + 6 fe, ir? ari + 4 6, a:, a:5 4- 64 xJ 
ri = Co x} + 4 Cj rr? ^2 + 6 Cj a:J Xi + 4 C3 a^i rr| + c^ xi 






(i) 



le coordinate puntuali dei piano (a) (b) (c) sono i minori di terzo ordine della 
matrice 



a» tti a^ a^ a^ 



èo fti f>% és l>i 



Ci 



Ci. 



(2) 



E poiché ogni combinante delle (1) si può esprimere in modo intero per 
mezzo di tali minori, risulta che l'annullarsi di un invariante-combinante delle 
(1) rappresenta un complesso di piani e TannuUarsi identico di un covariante- 
combinante rappresenta la varietà completa intersezione dei complessi di piani 
rappresentati dall'annullarsi d^i coefficienti. Introdotti i combinanti elementari : 

el = (b e) {e a) (ab) albi ci 

Ll = -j{bc)(ca){ab)\{bcYal-\-{caybl + iabycl\ 

il grado di un'espressione in coordinate di piani è dato dal numero dei sim- 
boli 6, L complessivamente introdotti. Si consideri la retta (a) (/3) polare del 
piano (a) (b) (e) rispetto alla quadrica i = 0. 

Per una proprietà generale dei sistemi lineari conjugati di forme binarie 
risulta che i combinanti : 

5i = (a/5)4/3i 

differiscono dai combinanti 6^, LI solo per fattori numerici. 
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Per determinare anche i fattori numerici, si noti che alla condizione 

(b e) {e a) {a b) Oy by Cy a, 6^ r^ = (3) 

perchè i punti (y) (z) di C giacciano in un Ss passante pel piano (a){b){c)j 
corrisponde, nella polarità, Taltra : 

«i/31— «l/3J--r=0 (4) 

perchè gli Sz osculatori in (y) {z) abbiamo in comune un punto della retta 
(a)(/3). D'altra parte, sviluppando, le (3) (4) si possono scrivere 

eiei + j{yzyLyLs = o {sy 

^l^ì+j{y^'fAyAs==0 (4)' 

e dal loro confronto risulta che è lecito porre: 

or '^oc } -^x Ax • 

Segue : 

Dai teoremi relativi a varietà di rette si deducono teoremi relativi a 
varietà di piani^ sostituendo ad ogni ente o proprietà Vente o la proprietà cor- 
rispondente nella polarità rispetto alla quadrica i = e, nelle formolo^ ai 
combinanti ^% f^x di retta i combinanti 05.1/^ di piano. 

Sia ora dato un piano arbitrario (a) (6) (e) di combinanti Q%, LI e sia 
data una retta pure arbitraria (a) (/3) di combinanti ^S-, A^. La condizione 
perchè i punti (a) (6) (e) (a) (j3) siano in un 5s, ossia perchè il piano e la 
retta s'incontrino, è data da: 

{b e) (e a) (tt b) (a «) (b a) {e a) (a fi) {b fi) {e fi) (a fi) = 
cioè, per quanto precede, da : 

(e5r + ~(^A)'-o. (5) 

La (5), a seconda che si tenga fisso il piano o la retta, rappresenta un 
complesso lineare speciale di rette o di piani. 
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Considero infine quattro biquadratiche 

oj. = tto a;* + 4 ai xj a:, + 6 a, a;? x| + 4 a^ a?» xl + 04 xl 
Ai = èo «1 + 4 6, Xl a:^ +6 A, a:f ajj -| 4 63 ar, a^ + 64 a?ì 
4 = To a:} + 4 C4 Xl ajj + 6 e, xj xj + 4 rg a:i ari + c^ xt 
rfj, = d^ a:} + 4 d, xf Xi + 6 rf, a;l xl + 4 rf, x, a:f + rf4 xt 1 



(6) 



ed osservo che le coordinate dell' iperpiano (a) {b) {e) (d) sono i minori di 
quarto ordine della matrice : 



ao a, a, a^ 04 

60 ^1 *2 ^8 ^4 

^0 ^* ^8 ^3 ^4 

^0 ^1 ^2 ^8 ^4 



(7) 



mentre la forma : 



a% = {a h) (a e) {a d) (b e) (6 d) {e d) a„ bx e» da (8) 

ha per coefficienti (a meno di fattori numerici) gli stessi minori. E poiché (a), 
come facilmente si verifica, è il polo di (a) (b) (e) (rf) rispetto ad 1 = si 
conclude : 

Dai teoremi relativi a varietà di punti si deducono teoremi relativi a 
varietà di iper piani, applicando la polarità rispetto alla quadrica i = e 
sostituendo^ nelle formole, alla biquadratica a% generica il combinante aj. di 
un iperpiano. 



Pavia, Luglio 1903. 
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